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MODELOS DE FATORES LATENTES GENERALIZADOS PARA CURVAS DE
JUROS EM MULTIPLOS MERCADOS

MARCIO POLETTI LAURINI
IBMEC SAO PAULO E IMECC-UNICAMP
LUIZ KOODI HOTTA
IMECC-UNICAMP

ResuMo. Neste artigo propomos modelos de fatores latentes para realizar a modelagem con-
junta de curvas de juros em multiplos mercados, generalizando diversos modelos existentes na
literatura de estimacdo da estrutura a termo de taxas de juros. Os modelos propostos ndo pre-
cisam assumir as restri¢goes usuais de estimacdo e identificagdo, e assim possibilitam o uso de
estruturas mais flexiveis com a incorporacéo de fatores latentes adicionais, volatilidade estocés-
tica e a imposig¢ao de consisténcia com nao-arbitragem.

A eliminagao destas restrigdes é possivel através da metodologia de estimagao Bayesiana
através de Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Esta metodologia permite obter intervalos
de credibilidade exatos para os parametros, fatores latentes e previsdes, e também permite
tratar os problemas de identificacdo e dimensionalidade existentes na estimacgdo de modelos
multimercados. Realizamos uma aplicacdo com a modelagem conjunta de curvas de Cupom
Cambial e Eurodoélares, realizando um procedimento extensivo de comparacdo de modelos e
mostrando o potencial preditivo e pratico dos modelos propostos.

1. INTRODUCAO

A modelagem da estrutura a termo de taxas de juros é um ponto fundamental na gestao de ativos
financeiros. Uma enorme literatura tem se desenvolvido tentando obter formas mais precisas para
a modelagem, previsao e precificagao de instrumentos financeiros a partir da curva de juros. Dentro
destas abordagens uma parte importante da literatura estd baseada na idéia de que a evolugao
dindmica da curva de juros pode ser descrita utilizando um conjunto de fatores dindmicos que
determinam a evolugao dos prémios de risco para as diversas maturidades observadas. A forma
mais comum de tratar estes fatores é através de uma representacao utilizando variaveis de estado
latentes, ou seja, como variaveis nao diretamente observadas®.

Estes fatores latentes tem o objetivo de sumarizar todo o conjunto de variaveis relevantes que
determinem os movimento nas curvas de juros. Metodologias para a extracao destes fatores la-
tentes podem partir de mecanismos puramente estatisticos, como a decomposicao de componentes
principais introduzida em [Litterman & Scheinkman, 1991], onde os fatores latentes sdo interpre-
tados como componentes de nivel, inclinacao e curvatura.

Estes fatores latentes também podem ser identificados através de metodologias de precificagao
por equilibrio, como os modelos de short-rate de [Vasicek, 1977] e [Cox et al., 1985], pertencentes
a classe de modelos afins (Affine Diffusions, e. g. [Dai & Singleton, 2000]). Estes modelos de
equilibrio também podem ser colocados em um framework geral baseado em condigoes de nao-
arbitragem através da formula¢do de Heath-Jarrow-Morton ([Heath et al., 1992]), que determina
a evolugao das taxas forward como um processo estocastico de dimensao infinita.

Entretanto todas estas abordagens tem um sucesso parcial na modelagem empirica da evolu-
¢ao dindmica da estrutura a termo de taxas de juros. Os modelos de equilibrio e os modelos
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IPara referéncias sobre a modelagem da estrutura a termo de taxas de juros veja por exemplo
[Brigo & Mercurio, 2006] para aspectos relacionados a precificagdo de instrumentos financeiros e [Singleton, 2006]
sobre a estimagao de modelos de estrutura a termo de taxas de juros.
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afins, embora possuam propriedades analiticas importantes como a existéncia de féormulas fecha-
das para precificagao de ativos, sao caracterizadas por um ajuste bastante insatisfatério das taxas
observadas, bem como das previsoes derivadas destes modelos. Uma dificuldade adicional é que
a estimagao econométrica destes modelos em geral sofre de problemas de maximos locais e iden-
tificagdo, como aponta. [Duffe, 2002]. Os modelos de ndo-arbitragem sao calibrados de forma a
replicar com perfei¢cao a curva de juros observada no mercado através de matching usando pregos
de titulos, mas esta calibragao é de natureza cross-section e nao permite previsoes para curvas
futuras e somente a precificacao de instrumentos derivativos, e estes modelos sao recalibrados
diariamente utilizando instrumentos observados na curva de juros.

Tendo como objetivo principal a previsao da estrutura a termo das taxas de juros, [Diebold & Li, 2006]
propoem um modelo dindmico utilizando a forma paramétrica para a curva de juros proposta por
[Nelson & Siegel, 1987]. O modelo proposto por [Diebold & Li, 2006] é uma extensdo dinamica da
parametrizacao de [Nelson & Siegel, 1987], interpretando este modelo como um modelo de fatores
latentes. Nesta generalizacao cada parametro do ajuste cross-section do modelo de Nelson-Siegel
é tratado como um fator latente, e através da modelagem e previsao deste fator latente é possi-
vel obter previsoes para toda a estrutura a termo de taxas de juros. Os resultados obtidos por
[Diebold & Li, 2006] mostram que esta formulacdo obtém ajuste e poder preditivo superiores as
demais metodologias de modelagem da curva de juros, tornando este modelo a referéncia padrao
em previsao de estrutura a termo.

Além dos melhores resultados no ajuste e previsao das curvas de juros, o modelo proposto em
[Diebold & Li, 2006] era atrativo pela facilidade de sua implementac¢ao. Com algumas restrigoes
sobre o espago paramétrico, este modelo poderia ser estimado utilizando apenas estimagao por
Minimos Quadrados Ordinarios, enquanto que os demais modelos utilizados necessitam de ferra-
mentas de estimagdo mais complexas como o Filtro de Kalman (e.g. [Duffe, 2002]) ou métodos
de estimagao como o Método de Momentos Simulados, utilizado na estimagao de modelos Afins
em [Dai & Singleton, 2000]. Além de simplificar a sua implementagao, as restrigdes impostas no
modelo de [Diebold & Li, 2006] eram necessérias para evitar os problemas comuns existentes na
estimacao de modelos de estrutura a termo de taxas de juros, como os problemas ja citados de
méximos locais e nao-identificacao.

Com base no sucesso obtido na sua extensao dinAmica da curva de Nelson-Siegel, [Diebold et al., 2008§]
propuseram uma generalizacao deste modelo para ajustar multiplas curvas de juros simultanea-
mente, utilizando uma metodologia que consistia na construcao de fatores latentes ligados a uma
curva de juros global ndo diretamente observada No modelo de [Diebold et al., 2008] a curva de
juros de cada mercado seria obtida como um deslocamento linear da curva global de juros mais
um fator idiossincratico, através destes fatores latentes. E importante notar que a formulacao de
[Diebold et al., 2008] é a primeira tentativa de um modelo que permita capturar a dindmica de
diversas estruturas a termo de forma simultanea. Esta formulagao também foi adotada para mo-
delar curvas de juros de paises emergente em [Morita & Bueno, 2008], mostrando a aplicabilidade
geral deste modelo.

No entanto o modelo proposto por [Diebold et al., 2008] utiliza uma série de restri¢oes em sua
formulacao. Devido ao elevado ntimero de parametros envolvido na estimagao do modelo global,
[Diebold et al., 2008| utilizam uma especificagdo bastante limitada para o formato geral da curva
de juros em cada mercado. Ao invés de utilizar uma formulacdo completa do modelo de Nelson-
Siegel com nivel, inclinagdo e curvatura, eles utilizam apenas os componentes de nivel e inclinagao,
tornando o ajuste para curvas de juros observadas bastante limitado, embora seja importante notar
que o objetivo deste modelo nao era primariamente de ajuste ou previsao, mas sim de verificar
a existéncia de um fator global influenciando os movimentos da estrutura a termo nos mercados
mais importantes.

Neste modelo também se utiliza uma restricao de que o pardmetro que define o padrao de
decaimento da curva de juros seja mantido constante, o que prejudica bastante o ajuste do mo-
delo. Outros problemas nesta formulagao se referem aos procedimentos de estimacao, utilizando
um procedimento em dois estagios que nao permite obter medidas como intervalos de confianca
exatos para parametros do modelo e para as previsdes da curva de juros. Outros problemas estao
relacionados a identificacao do modelo, isto é, obter condi¢oes para um tnico vetor de pardmetros
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que defina 0 méaximo da fungdo de verossimilhancga utilizada na estimag¢do do modelo. Outros
problemas nesta formulagao estao relacionados ao pressuposto de uma volatilidade condicional
constante, o que contraria um dos fatos estilizados na modelagem de curvas de juros.

Adicionalmente a formulagao proposta em [Diebold et al., 2008] também sofre de uma cri-
tica fundamental existente sobre o modelo original de [Diebold & Li, 2006], que era a incon-
sisténcia do modelo com condigoes de nao-arbitragem. Esta limitacao original do modelo de
[Diebold & Li, 2006] foi resolvida em [Christensen et al., 2007, Christensen et al., 2008], que mos-
tram que embora a formulagdo original do modelo de [Diebold & Li, 2006] seja incompativel com
condicoes de nao-arbitragem, é possivel trabalhar com uma forma aproximada deste modelo que
é livre de arbitragem, reparametrizando o modelo de [Diebold & Li, 2006] como um modelo afim
de estrutura a termo e obtendo um termo de correcao que permite incorporar as condigoes de
nao-arbitragem neste contexto.

Uma dificuldade encontrada é que na formulacao livre de arbitragem para a curva de Nelson-
Siegel proposta por [Christensen et al., 2007] é necessario que o modelo seja parametrizado com
fatores de nivel, inclinagdo e curvatura e na generalizacao colocada em [Christensen et al., 2008]
é necessario que o modelo tenha mais dois fatores de curvatura e inclinacdo. Desta forma a
restricdo imposta de somente ter fatores de nivel e inclinacdo no modelo de fatores globais de
[Diebold et al., 2008] impede que sejam adotada estas parametrizacoes livres de arbitragem..

Neste artigo propomos modelos de fatores latentes para curvas de juros em miltiplos mercados,
generalizando os modelos propostos por [Diebold & Li, 2006], [Diebold et al., 2008] e [Christensen et al., 2008].
Os modelos propostos ndo precisam assumir as restrigdes impostas originalmente nas formulagoes
originais. Trabalhamos com uma forma paramétrica mais geral do que a adotada nestes artigos, uti-
lizando a especifica¢ao proposta por [Svensson, 1994] com nivel, inclinagéo e dois fatores de curva-
tura e também a forma funcional adotada em[Bjork & Christensen, 1999] e [Christensen et al., 2008]
com fatores adicional de nivel e curvatura. Estas formas paramétricas mais flexiveis permitem uma
ajuste muito mais preciso para a estrutura a termo de taxas de juros. Outra extensdo proposta é
um fator adicional de volatilidade estocéastica, permitindo capturar o fato estilizado da presenca
de volatilidade condicional observado em taxas de juros (e.g. [Chan et al., 1992]).

A metodologia de estimagao proposta aqui também permite que possamos tratar os parametros
que definem o padrao de decaimento da curva de juros em cada instante do tempo como um
fatores latentes adicionais e variantes no tempo, permitindo um melhor ajuste da curva de juros.
A eliminacao destas restrigoes é possivel através de metodologia de estimacao Bayesiana e um
procedimento de estimagao através de mecanismos de Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Esta
metodologia de estimagao adicionalmente também permite obter intervalos de credibilidade exatos
para os parametros e previsdes do modelo, e representa uma forma de contornar os problemas
de estimacao existentes nas metodologias tradicionais de estimagao de modelos de estrutura a
termo de taxas de juros como minimos quadrados ndo-lineares (e.g [Svensson, 1994]) ou maxima
verossimilhanga utilizando o filtro de Kalman [Duffe, 2002], em especial os problemas de maximos
locais e nao identificacao existentes nestas formulagoes.

Esta metodologia também permite tratar o problema da dimensionalidade existente na esti-
magcao de modelos multimercados através de um mecanismo conhecido como Bayesian Shrinkage,
que permite eliminar automaticamente os pardmetros redundantes do modelo. Finalmente im-
plementamos para o modelo de miltiplos mercados as condigoes de nao-arbitragem formuladas
por [Christensen et al., 2008|, generalizando estas condigdes para o caso de multiplos mercados.
Desta forma as generalizagoes propostas tratam de todos os problemas apontados nas formulagoes
originais dos modelos de [Diebold & Li, 2006] e [Diebold et al., 2008].

Este artigo esté estruturado da seguinte forma - nas se¢oes 2 e 3 revisamos os modelos originais
de [Diebold & Li, 2006] e [Diebold et al., 2008] e discutimos os problemas existentes nestas for-
mulagdes. Na se¢dod mostramos as as extensdes propostas contornar estes problemas. A segdo 5
discute a implementagao das condigbes de nao-arbitragem, e a se¢ao 6 mostra o procedimento de
estimagao Bayesiano por MCMC utilizado. Nas se¢es 8 e 7 discutimos como a estimagao Baye-
siana permite tratar os problemas de identificacao e da dimensionalidade do vetor de pardmetros.
Na se¢ao 9 mostramos uma aplicagao empirica dos modelos propostos, ajustando modelos conjun-
tos para as curvas de Cupom Cambial no Brasil e a curva de Eurodoélares. Nesta secdo realizamos
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uma comparagao extensiva de todos os modelos propostos no artigo e também implementamos
um procedimento novo na literatura que permite verificar a validade da imposi¢ao das condigoes
de nao-arbitragem nestas modelos de estrutura a termo de taxas de juros. As consideracoes finais
estao na secao 10.

2. MobpELO DE DiEBOLD & L1

Entre os modelos utilizados para modelagem da estrutura a termo das taxas de juros, o modelo
proposto por [Diebold & Li, 2006] é bastante difundido no mercado, pela sua simplicidade de
implementacao e por sua performance preditiva superior. Este modelo é baseado na formulacao
proposta por [Nelson & Siegel, 1987] para o ajuste cross-section (dia a dia) da curva de juros. A
curva de [Nelson & Siegel, 1987] é representada como:

1— efm/'r 1— efm/‘r
(2.1) ye(m) =B+ fo———— + B3 | ———— —e ™| +em
m/T m/T

onde y:(m) sdo as taxas observadas em uma certa data ¢ para o vetor de maturidades m, e
01, B2, 03 e T sdo pardmetros. Os pardmetros sdo interpretaveis - (1 representa o componente
de longo-prazo, (32 componente de curto prazo, f3 um componente de médio prazo e 7 é um
parametro que controla o padrao de decaimento da curva de juros. Os parametros [1, (2, 03
também podem ser interpretados como decomposicoes de nivel, inclinagao e curvatura de acordo
com a terminologia de desenvolvida por [Litterman & Scheinkman, 1991]. Este modelo é uma
forma parcimoniosa de ajustar a curva de juros, e é capaz de reproduzir diversos fatos estilizados
sobre o formato da curva de juros no tempo.

[Diebold & Li, 2006] tornam o modelo de Nelson-Siegel dinamico, interpretando os parametros
como fatores dindmicos. Este modelo pode ser formulado através de uma equagao de observagao
para a curva de juros dada por:

—m/T

(22) () = Buu -+ o

e um sistema determinando a evolugao dos fatores latentes como um vetor autoregressivo veto-
rial de primeira ordem:

1 _e—m/T

+ B3¢ T/T —e /T + €ym

ﬂlt My 61t71
(2.3) Bat | = | py |+ Bat—1 | +ept
Bat L Bat—1

onde ®é a matriz de parametros deste vetor autoregressivo. A estimacao do modelo é normal-
mente realizada através de um procedimento em dois estagios. O primeiro estagio é a estimagao
da equacao 2.2 para cada dia observado. Esta estimagao é realizada por Minimos Quadrados
Ordinarios, assumindo que o pardmetro de decaimento 7 é fixo e conhecido, estimando os fatores
latentes [i1¢, (o, (3¢ para cada periodo de tempo t. O segundo estagio consiste na estimagao
por Minimos Quadrados Ordinarios da matriz de parametros ® do vetor autoregressivo usando os
parametros [1¢,02¢ and B3, estimados no primeiro estagio. Previsdes para o modelo sao obtidas
acoplando as previsoes para os fatores latentes t dias a frente na equacao de Nelson-Siegel (2.2).

Como é possivel notar a estimagao e previsdo no modelo de [Diebold & Li, 2006] é extremante
simples, sendo possivel de ser implementada em qualquer software padrao de econometria. No
entanto esta formulacao simplificada pode ser criticada em varios aspectos. Pode ser muito restri-
tivo considerar o pardmetro 7 constante para curvas instaveis, como curvas de pafses emergentes.
Este pardmetro captura o decaimento médio da curva de juros, e com alteragoes no formato da
curva este parametro deve se modificar. Outro ponto importante é que a especificagado paramétrica
adotada derivada da forma funcional do modelo de Nelson-Siegel nao permite capturar curvas com
formatos mais complicados, como curvas que possuem mais de uma mudanga na inclinagao e na
curvatura.
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Outros pontos importantes se referem as propriedades dos estimadores neste procedimento de
estimagao em dois estégios. O primeiro ponto é que a estimagao s6 é consistente na escolha de
um parametro 7 correto. Também é importante notar que a distribuicao dos estimadores neste
contexto nao é usual, ji que a estimagao no segundo estagio é baseada em uma série construida
através de um primeiro estagio. Isso também afeta a construcdo dos intervalos de confianca
para as previsoes da curva de juros derivada deste modelo. Note também que existe uma perda
de eficiéncia na estimacao em dois estagios, ja que a estimagao dos fatores latentes é realizada
dia a dia, desconectada da estrutura de vetor autoregressivo assumida na equagao 2.3. Uma
forma alternativa de realizar esta estimacao seria usando méaxima verossimilhanca através do
Filtro de Kalman, ja que o sistema formado pelas equacoes 2.2e 2.3 j4 estd em uma formulagao
em espaco de estados, mas esta estimacao continua sofrendo de problemas de méaximos locais e
nao-identificagdo, como é comum na estimacao de modelos de estrutura a termo usando o Filtro de
Kalman (e.g. [Duffe, 2002]). Outro problema fundamental é que a formulagao original do modelo
de [Diebold & Li, 2006] nao é consistente com o principio de nao-arbitragem. A curva de Nelson-
Siegel utilizada nao admite uma representagao livre de arbitragem, pode ser visto por exemplo em
[Bjork & Christensen, 1999, [Filipovic, 1999, Filipovic, 2001] e [Diebold et al., 2005].

3. EXTENSOES PARA MULTIPLOS MERCADOS

O modelo de Diebold-Li ¢ um modelo dinAmico para a curva de apenas um mercado, mas é
possivel generalizar esta formulacao para modelar diversas curvas de juros simultaneamente. Esta
generalizagao foi proposta em [Diebold et al., 2008]. Denotando a curva observada para o mercado
i em fungdo de um vetor de maturidades® 7 por y;(7), temos que neste modelo a dinamica dos
yields é dada por uma versao restrita da curva de Nelson-Siegel, com apenas os fatores de Nivel e
Inclinagao:

1) o) =it s (225 )
. Yit\T) = bit it AT it \T

onde l;; na notagdo de [Diebold et al., 2008] representa o componente de nivel no periodo t
para o pais i, s;; o componente de inclinagao para este mesmo pais em cada periodo t, e v;; é
um componente de choques para a equagao de observagao das taxas. Para especificar a dindmica
completa do modelo é necessario especificar a evolugao dos fatores latentes de nivel e inclinagao

para cada pafs. Na especificagdo proposta em [Diebold et al., 2008] a idéia é que existam os
chamados fatores globais determinados por uma curva nao-observada y4; na forma:

1— —AT
) )

(32) ygt(T) = Lt + St ( N

e a dinAmica dos fatores latentes globais Ly e Sy é dada pela seguinte dinAmica autoregressiva:

Ly \ _ [ ¢11 ¢12 L U}
(33) <St)<¢21 ¢22)<St_1>+<U})

Para determinar os componentes de inclinagao e curvatura é assumido que a curva de cada pais
é uma modificacao linear da curva global mais um componente idiossincratico. As curvas locais
sao dadas por:

(3.4) lip = ol + 8Ly + €,
sit = + B Le + €,

2Nesta exposi¢ao deste modelo seguimos a notagdo original do artigo de [Diebold et al., 2008|, que denota o
vetor de maturidades por 7 e o parametro de decaimento por A, enquanto que a notagdo utilizada nos demais
modelos apresentados usa m para denotar o vetor de maturidades e 7 para os paradmetros de decaimento, e utili-
zamos a especificag@o original de [Nelson & Siegel, 1987| para o parametro 7, enquanto que [Diebold & Li, 2006],
[Diebold et al., 2008] utilizam o fator A = 1/7.
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e os componentes idiossincraticos sao dados por processos autoregressivos de primeira ordem:

el N\ _ [ éu o2 gl ul
@9 () =(o o) (2 )+ ()

A estimagao deste modelo poderia ser realizada em principio utilizando maxima verossimilhanga
através da decomposi¢ao do erro de previsao usando o filtro de Kalman, notando que neste caso
temos as variaveis latentes adicionais que representam os fatores globais. Mas devido a dimensao
do problema para o caso multimercado e os problemas usuais de estimagao, como os problemas de
identificacdo e a possibilidade de méaximos locais, a estimacao do modelo de [Diebold et al., 2008]
é realizada em dois estagios.

No primeiro estagio a curva é obtida para cada pais por Minimos Quadrados Ordinarios, assu-
mindo novamente que o pardmetro que controla o decaimento da curva é mantido constante e nao
estimado. Com os fatores obtidos para cada pais é realizado um segundo estagio utilizando Markov
Chain Monte Carlo para obter os demais parametros e fatores latentes. A estimagdo também é
realizada impondo algumas restrigoes, como assumir que a matriz de pardmetros nos processos au-
toregressivos dos fatores locais sejam diagonais. Embora este procedimento tenha uma finalidade
operacional, é dificil obter uma interpretagao estatistica dos resultados, ja que a estimagao em
parte do modelo é frequentista e em parte Bayesiana. E novamente temos o mesmo problema de
como construir intervalos de confianga para parametros e previsoes com este procedimento em dois
estagios, e os procedimentos de estimac¢ao por MCMC utilizam somente distribui¢oes conjugadas
e especificagoes lineares, nao utilizando a informagao total existente nas curvas de juros.

Este procedimento apresenta limitagoes semelhantes as da estimagao original do modelo de
Diebold-Li, mas agravadas pela dimensionalidade e heterogeneidade do modelo e dos formatos das
curvas de juros entre distintos mercados. Um primeiro ponto importante é notar que a fixagao
do parametro de decaimento da curva pode limitar bastante o ajuste do modelo. Mercados dis-
tintos podem ter fatores de decaimento bastante diferentes, e como ja colocado assumir que estes
parametros sao fixos no tempo pode ser extremamente limitante.

Outro ponto importante é que a restrigao de assumir apenas a existéncia de fatores de nivel e
inclinagao também limita o ajuste possivel do modelo. Existe uma grande literatura citando os
ganhos de ajuste dados pela inclusdo de fatores adicionais de curvatura, como o modelo original
de [Svensson, 1994] e os modelos de [Bjork & Christensen, 1999| que adicional mais fatores de
inclinacao e de curvatura, aumentando de forma sensivel o ajuste. Também é fundamental notar
que nesta especificagdo nao é possivel utilizar as especificacoes livres de arbitragem propostas em
[Christensen et al., 2007, Christensen et al., 2008], j& que nestas formulagdes cada componente de
inclinagdo tem que estar casado com componente de curvatura com a mesma taxa de reversao
a média, e assim esta formulacdo sem componentes de curvatura nao pode ser tornada livre de
arbitragem.

Outra critica fundamental é que na especificagao dinamica adotada na equagao 3.4 temos que
a curva de cada pais é um deslocamento da curva global mais um fator idiossincratico. Note que
nesta formulagao nao existe uma interdependéncia direta entre as curvas de juros, e assim o modelo
nao permite identificar diretamente as possiveis interacoes entre os fatores latentes de distintos
mercados. Uma interpretagao esperada seria verificar se por exemplo deslocamentos no nivel de
um mercado afetam o nivel dos demais mercados. Note que nesta formulagao isto é realizado
apenas de forma indireta por modificacoes no fator global, mas esse efeito direto nao é possivel de
ser observado.

4. MODELOS PROPOSTOS

Para tratar dos problemas existentes nas formulagoes originais dos modelos de [Diebold & Li, 2006,
Diebold et al., 2008] nos utilizamos generalizamos o framework Bayesiano de fatores latentes pro-
posto em [Laurini & Hotta, 2008|, mas generalizado para o caso de mais de uma curva de juros
e também com a adi¢do da corregdo de ndo-arbitragem proposta em [Christensen et al., 2008].
Os modelos propostos podem ser classificados em 3 classes - a primeira classe de modelos é
uma generalizacdo da estrutura de fatores latentes, aumentando o vetor de estado de forma
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a incluir interacbes com os demais fatores latentes, em especial os fatores latentes dos demais
paises. A segunda classe de modelos é uma generalizagao da estrutura de fatores globais de
[Diebold et al., 2008], com a inclusdo de componentes de curvatura, dupla curvatura e incli-
nagoes adicionais. A terceira classe contém as modificagbes necessarias para tornar as duas
classes anteriores livres de arbitragem, utilizando a aproximagao de modelo afim proposta em
[Christensen et al., 2007, Christensen et al., 2008].

A estrutura comum entre as duas primeiras classes é dada pela formulacao mais flexivel da
equagao de observagao. Adotamos como estrutura basica a generalizagao dindmica da forma
paramétrica proposta por [Svensson, 1994], que consiste em uma equagdo com um fator de nivel,
inclinacdo e dois fatores de curvatura na forma:

1— e_m/Tlt 1— e_m/Tlt
4.1 = - - emm/Ty
(a.1) I e L e
1 — e_m/7—2t
+ Bt — e_m/m] + o,
m/TQt
aonde assumimos:
(4.2) ne~IID0,1)en LnsYt#s

Nos modelos livre de arbitragens utilizamos a especificagdo com um fator adicional de inclinagao
e outro de curvatura sobre a representacao dada pela equagao 4.1, detalhada na segao 5. Sobre
este modelo basico também adotamos a generalizagdo proposta em [Laurini & Hotta, 2008] de
tornar os fatores de decaimento 7; e 7o variantes no tempo, tratando estes parametros como
fatores latentes adicionais, utilizando uma estrutura autoregressiva de primeira ordem para todos
os fatores latentes dada por:

Bt 1, Bit—1
Bat 1B, Bat—1
Bat J%; Bat—1
4.3 = S+ +€
(43) Bat K4 Bat—1 K
Tit Hry Tit—1
T2t Hry T2t—1

onde a principio a matriz ®é uma matriz completa, e assim cada fator latente no periodo t
depende dos demais fatores latentes no periodo t-1 mais um intercepto p. Outra generalizacao
existente neste modelo é a possibilidade de um fator de Volatilidade Estocastica oy, cuja dindmica
é dada por:

(4.4) Ino? = ¢ + ¢p1lno? | + vy

Este fator permite capturar uma estrutura de volatilidade condicional nas taxas de juros, per-
mitindo capturar este fato estilizado (e.g. [Chan et al., 1992], [Lund & Andersen, 1997]). Este
componente de volatilidade estocéastica tem uma funcao adicional, que é a de possivelmente evitar
uma variacao excessiva nos fatores latentes do modelo. Um resultado conhecido na literatura Baye-
siana é que é possivel escrever um modelo de regressao com coeficientes aleatérios em um modelo
de regressao com coeficientes fixos através da inclusao de um componente de heterocedasticidade
condicional (e.g. [Bauwens et al., 1999]). Sobre este ponto também ¢é interessante observar a
critica realizada por [Sims, 2001] a um modelo de pardmetros variantes no tempo proposto por
[Cogley & Sargent, 2001] para observar variagdes na politica monetéaria. Sims aponta que a varia-
¢ao nos parametros observada no modelo de [Cogley & Sargent, 2001] poderia ser gerada por uma
estrutura de volatilidade condicional nao controlada no modelo. Desta forma este componente de
volatilidade condicional tenta evitar este problema de variagao excessiva nos fatores latentes do
modelo.
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Um ponto importante é que na classe de modelos com corregdes para nao-arbitragem é ne-
cessario manter as estruturas de volatilidade condicional e de parametros de decaimento cons-
tantes no tempo, e assim estas duas extensoes nao podem ser utilizadas. Estas extensoes tor-
nariam o modelo nao pertencente a classe de modelos afins, e assim a aproximacao proposta em
[Christensen et al., 2007, Christensen et al., 2008] nao se aplicaria.

Nas se¢oes seguintes definimos as caracteristicas particulares das 3 classes de modelos propostas
no artigo.

4.1. Modelo de Fatores Latentes Generalizados. A primeira classe de modelos utiliza uma,
generalizagao do modelo de Diebold-Li, expandindo os vetores latentes para incluir interagoes entre
os fatores latentes definindo as curvas dos diversos mercados. . Nesta classe definimos a curva
observada yi(m) para o pafs i através da representagao de Svensson:

— e ™/ 1M/

4.5 i = H A — il = omm/T,
(4.5) yi(m) Bie + Bt /T + 5 ey e

. 1— e_m/Tét i .
4 ] o

m/Tét o

A generalizacao do vetor de fatores latentes para o caso multimercado é dada pela seguinte
representagao:

(4.6) Bt = b1 + i8], 1 + ent
(4.7) The = 05Tl —1 + 05Ty + Vit
(4.8) Inol = yilnot_, + 'yjlncf{_l + &kt

onde ﬁ,it representa o fatores latentes de nivel, inclinagao, curvatura e dupla curvatura para o
mercado i, com uma estrutura analoga a equagao 4.3, mas com a inclusao de ﬁit_l, que representa
os fatores para o mercado j, que possuem uma representagao equivalente. Da mesma forma temos
os fatores de decaimento 7}, para os diversos paises e a estrutura de volatilidade estocastica o}
para cada pais i. Note que nesta representacao cada fator latente de um mercado é influenciado
pelos fatores dos demais paises, permitindo introduzir uma interacdo entre as diversas curvas de
juros, como discutido na secao 3. Para completar o modelo adotamos a seguinte estrutura de
covaridncia para os parametros de cada mercado:

i o 0 0
> =] 0 a o
RS 0 0 o

A matriz Z; ., & a matriz expandida de variancia-covariancia dos parametros do modelo para

€
cada pais; 0172 ¢ a variancia da equacao de medida ; ! é a matriz de covariéncia entre os fatores
latentes; e 0?2 ¢ a variancia do processo de volatilidade estocéstica. Esta matriz é bloco-diagonal,

exceto pela sub-matriz de componentes €2 , que podem ser correlacionados.

4.2. Modelo Global Generalizado. A segunda classe de modelos é uma generalizagao do mo-
delo de fatores globais de [Diebold et al., 2008]. Neste caso ndo adotamos as restrigoes deste artigo,
e utilizamos uma representagao completa para a estrutura paramétrica da curva de juros obser-
vada em cada pais, usando uma representagao analoga a curva de Svensson. Seguindo a notagao
de [Diebold et al., 2008] nos temos que a curva de cada pais é dada por:
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. 1— e—m/rft 1— e—m/Tft i
4.9 Hm) = li+si — + ey — —e /i
( ) yt( ) it it m/TiLt 1t m/TiLt
. 1 — e_m/7—2it i PR
+CZ . _ — e_m/7—2t + 0-7’ ?
2it m/Tét [

onde [;; € o nivel do pais i, s;;€ a inclinagao e ¢4 € co;; sdo os dois fatores de curvatura, sendo
que todos este fatores evoluem em t. Nesta representacio temos que 74, e 74, sao os fatores de
decaimento para cada pais i, e também sao variantes no tempo.

Para completar a especificagao do modelo, generalizamos a estrutura de fatores globais utilizada
por [Diebold et al., 2008|. Nesta estrutura cada fator latente de nivel, inclinagao e curvaturas sao
uma fungao linear do fator global equivalente. Esta representacao é escrita como:

(4.10) lie = of + BiL; + el
(4.11) sit = o + B Sy + €5y
(4.12) crit = o' + 57 Cre + €3
(4.13) c2it = af" + 7 Cop + €57
(4.14) Trie = o' + B Tgu + €7}
(4.15) Toit = ;7 + B Tyt + €37

e os « e (3 representam parametros (loadings) a serem estimados e o vetor de fatores latentes
globais (L4 St, Cie, Cot, Tgit, Tg2¢) evolui como um vetor autoregressivo de primeira ordem, gene-
ralizando a estrutura da equacao 3.3. Também assumimos que os componentes idiossincraticos
para os fatores latentes de cada mercado seguem uma estrutura autoregressiva de primeira ordem,
de acordo com a especificagao geral dada pela equagao 3.5, mas para este vetor generalizado de
fatores latentes.

5. NAO-ARBITRAGEM

Nas especificagoes discutidas até agora temos representagoes basicamente estatisticas, i.e., em-
bora os fatores latentes tenha uma interpretacao como componentes de nivel, inclinagao e curva-
tura, mesmo em modelos afins esta interpretagéo é uma aproximagao, como mostra [Almeida, 2005].
Estas representacoes sao apenas ferramentas de ajuste e previsao da curva de juros, sem uma jus-
tificativa teérica ou estrutural completa. Neste ponto a principal deficiéncia destes modelos é a
compatibilidade com o principio de precificagao por Nao-Arbitragem. O resultado fundamental
da precificagdo por Nao-Arbitragem, conhecido como o Teorema Fundamental da Precificacao
de Ativos, estabelece que um mercado é livre de arbitragem se e somente se existe (pelo me-
nos uma) medida de Probabilidade Q equivalente a medida fisica P tal que a seqiiéncia descon-
tada de retornos do ativo ajustados para risco sejam um semi-martingale nesta medida Q (e.g.
[Harrison & Kreps, 1979, Harrison & Pliska, 1981, Delbaen & Schachermayer, 1994]).

Consisténcia com o principio de nao-arbitragem é uma propriedade fundamental em finangas,
ja que ela estabelece que o retorno de ativo deve ser consistente com seu nivel de risco, e assim nao
devem existir de forma sistemética lucros certos sem risco. Em mercados de ativos grandes e com



MODELOS DE FATORES LATENTES GENERALIZADOS PARA CURVAS DE JUROS EM MULTIPLOS MERCADQS

elevada liquidez o principio de nao-arbitragem deve ser alcangado pela atuagao de traders racio-
nais. Na modelagem da estrutura a termo de taxas de juros o principio geral de nao-arbitragem
pode ser observado dentro do framework geral proposto por [Heath et al., 1992]. Uma curva é
consistente com nao-arbitragem se ela pode ser projetada no espago de todas as curvas livres de
arbitragem na medida martingale equivalente, e de uma forma geral ela deve estar contida dentro
de uma variedade estocastica gerada pela estrutura de Heath-Jarrow-Morton, como mostrado em
[Filipovie, 2001].

O problema é que as curvas geradas pelos modelos de Nelson-Siegel nunca sao consistentes
com nao-arbitragem, e existe apenas uma restrigao sobre o modelo de Svensson consistente com
nao-arbitragem, mas esta estrutura é limitada demais para utilizacao pratica, como provado por
[Filipovic, 1999]. Desta forma embora os modelos da classe Nelson-Siegel e Svensson e suas ex-
tensoes dindmicas tenham um bom ajuste empirico aos dados observados da estrutura a termo de
taxas de juros, nao seriam validos em termos de uma precificacao consistente com nao arbitragem.
No entanto a situac¢ao oposta também ocorre - a maioria dos modelos de nao-arbitragem utilizados
tem um ajuste ruim aos dados observados, como mostra [Duffe, 2002], existindo um aparente trade-
off entre consisténcia com nao-arbitragem e poder de ajuste e previsdo. Mas evidéncias recentes
mostram que com modificagoes adequadas na estrutura de modelos livres de arbitragem é possivel
obter poder preditivo adequado nestes modelos, como por exemplo em [Almeida & Vicente, 2008].

Embora nao exista uma forma livre de arbitragem na classe de Nelson-Siegel-Svensson, algumas
modificagoes permitem uma classe similar de modelos com a propriedade de nao-arbitragem, como
mostrado em [Christensen et al., 2007] para a familia de Nelson-Siegel e [Christensen et al., 2008]
para a familia de Svensson. Para realizar esta corregao para nao-arbitragem [Christensen et al., 2007,
Christensen et al., 2008] utilizam uma estrutura de modelos afins de estrutura a termo (Affine
Term Structure Models - ATSM). A estrutura de modelos afins (ATSM) é bastante conveniente,
ja que apresenta propriedades analiticas interessantes, como por exemplo a existéncia de féormulas
fechadas para precificacao de ativos e sao caracterizados por uma estrutura comum que permite
encompassar diversos modelos estudados na literatura, como mostram [Dai & Singleton, 2000].

Para caracterizar a estrutura dos modelos afins de estrutura a termo (ATSM) partimos da
definicao de um prego de um titulo zero cupom no periodo t com maturidade 7" na medida
martingale equivalente Q, que deve ser dada por:

(5.1) P(6.T) = BQ eI vt

onde r(t) representa a taxa instantanea de juros (short rate). Nesta classe de modelos r(t)é
uma fungao afim de um vetor de variaveis de estado (fatores latentes) ndo observados Y (¢):

(5.2) r(t) =00+ 8,Yi(t)

onde os Js representam parametros e Y;(t) é uma chamada difusdo afim (Affine diffusion) com
a seguinte estrutura:

(5.3) dY;(t) = k(0 = Yi(t))dt + > \/St)dW (t)

com £ e 6 parAmetros, dW (t) é um movimento Browniano Padrao e e S(t)é uma matriz diagonal
com i-ésimo elemento dado por:

(5.4) S(t)ii = a; + BY (t)

[Duffie & Kan, 1996] mostram que desta forma temos que o prego do titulo pode ser escrito
como:

(5.5) P(t,7) = AD=BOY®

onde A(7) e B(7) sao dados pela a solugao do seguinte sistema de equagdes diferencias ordina-
rias:
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2
CQy — o
3

G = 0K B(r) + 3T, [T B
! !’ 2
dl?’iir) = —r B(1) + % Zivzl {Z B(T)L Bi — 0y

A grande vantagem da classe de modelos afins de estrutura a termo é que ela é bastante
flexivel, permitindo generalizar uma ampla gama de modelos de estrutura a termo utilizados na
literatura, em especial na definicao dos fatores latentes que podem ser bastante gerais, como
mostram [Dai & Singleton, 2000] e [Diebold et al., 2005].

Para obter uma representacao livre de arbitragem para a familia de modelos de estrutura
a termo definidos pela curva de Svensson®, [Christensen et al., 2008| utilizam uma estrutura de
modelo afim, assumindo que a short rate é dada pela soma de 5 fatores latentes:

(5.7) r(t) =X} + X2+ X2+ X+ X7

(5.6)

e estes fatores latentes X}, X2, X2, X}, XJ evolem através do seguinte sistema de equagdes
diferenciais estocasticas:

X} 00 0 0 0 o7 X}
dX2 0 M 0 =X 0 0% X2
(5.8) dX} [=]10 0 X 0  —X 08 | - | xP
dx} 00 0 X 0 69 X}
dx} 00 0 0 X e, X7

Neste modelo, em acordo com a equagao 5.1, pregos de titulos zero-cupom sao dados pela
seguinte expressao:

(5.9)
P(t,T) = EZ[e) "] = eap(BY(t, T)X+B2(t, T) X2+ B%(t, T) X}+ B (t, T) X} + B (t, T) X} +C(t, T)

onde os termos B*(t,T) e C(t,T) sdo as tnicas solugbes para os seguintes sistemas de equagoes
diferencias ordinérias:

dB'(t,T)
. 1 0 0 0 0 0 BY(t,T)
@ 1 0 A O 0 0 B%(t,T)
(5.10) wen =1 0 0 X 0 0 B3(t,T)
ant(em) 0 0 =X\ 0 X O BA(t,T)
a5 ) 0 0 0 =X 0 X BO(t,T)
dt

(5.11) dOMT) _ 4,1y w92 — % 3 (Z 'B(t,T)B(,T) Z) |

e os zero-cupom Yyields sao dados por:

1 _ e*)\l(th) 5 1 _ efAQ(i*T)

5.12 LT =X +—"  xrp - X3
( ) y(a ) t+ Al(t—T) t+ )\g(t—T) t+
L= ] yay [l een)] g CT)
M(t—T) ¢ Ao(t —T) Eoor—¢

3A derivagao para a familia Nelson-Siegel é um caso particular, utilizando apenas os fatores latentes X tl, X?e X ?,
como pode ser visto em [Christensen et al., 2007].
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que pode ser interpretado como a reparametrizacdo da curva de Svensson com a adigdo de

um fator de correcao para nao-arbitragem dado pelo termo fCT(t_’?, que é dado pela seguinte

expressao™:

(5.13) fCT(t’j) =5 S (B BT Y ),

onde Y é uma matriz com covariancias dos fatores latentes. Este fator de corre¢do ¢ uma fungao
é uma funcao das varidncias dos fatores latentes e também dos parametros de decaimento do
modelo, que nesta formulacao sao assumidos constantes.

Mas a especificacao do modelo de [Christensen et al., 2008] é uma representagdo muito util, ja
que qualquer forma afim de fatores latentes pode ser utilizada, permitindo por exemplo acres-
centar varidveis macroecondmicas no vetor de fatores latentes ou entdo aumentar a estrutura de
dependéncia nestes fatores, mantendo a consisténcia com nao-arbitragem, que é a forma utilizada
no presente artigo, incluindo a interacado com os fatores latentes dos demais mercados de forma a
generalizar a estrutura de fatores utilizada.

Um ponto importante é que para o uso da corregao para nao-arbitragem precisamos de uma
estrutura com cinco fatores latentes, o que implica um fatores adicionais de inclinacao e curvatura
no modelo de Svensson, e assim a representagao original do modelo de [Diebold et al., 2008] com
apenas fatores de nivel e inclinacdo nao pode ser tornada livre de arbitragem pela metodologia de
[Christensen et al., 2007, Christensen et al., 2008] .

Para obter representagoes livre de arbitragem para os modelos de fatores latentes generalizados
proposto na secao 4, aumentamos a dinamica de fatores latentes pela inclusao dos fatores cruzados,
i.e., cada fator latente em cada mercado depende dos fatores latentes do préprio mercado mais os
fatores latentes dos demais mercados, na forma:

(5.14) Bt = iBi—1 + 580, 1 + €nt

onde agora k=1,2,3,4,5 representando os cinco fatores necessérios a correcao por nao-arbitragem,
e agora a equagao que descreve os yields de cada mercado é dada por:

iy T ) 1 — e N (t=T) ; 1 — e~ Ai2(t=T) ;
5.15 t = 3 - - 0 00 "
( ) y ( ) ) ﬁlt—i_ )\zl(th) ﬁ2t+ )\ZQ(th) ﬁ3t+
ﬂ _ e_)\il(t_T) ﬁ'i + 1 —eAel=D) o e_)\ﬂ(t_T) ﬁl . Ci(t,T)
Ail (t - T) 4t Aio (t - T) ot T — ¢

Nesta representacao nao utilizamos o fator de volatilidade estocastica e mantemos os parametros
de decaimento A fixos no tempo em consisténcia com a especificacdo afim do modelo, mas estes
parametros de decaimento sao estimados em conjunto com os demais pardmetros do modelo.

6. ESTIMAGAO BAYESIANA POR MARKOV CHAIN MONTE CARLO

Em todas as especificagbes apresentadas até agora temos modelos que podem ser representa-
dos com um modelo nao-lineares em espacos de estados, onde temos uma equagao nao-linear de
observacao para as taxas e um conjunto de equacoes de estado representando os fatores latentes,
e em alguns dos modelos também tratamos os parametros de decaimento e a volatilidade como
fatores latentes adicionais. Embora a representagao basica possa ser estimada através do filtro
de Kalman, as formas nao lineares nao podem ser estimadas por esta metodologia, e mesmo nas
representagoes mais simples existem diversos problemas de estimacao neste procedimento.

Dadas as dificuldades computacionais envolvidas na estimacao destes modelos, em geral sdo
colocada restrigoes ad hoc que permitem a estimagao, como por exemplo assumir parametros de

A expressao analitica para este termo de corregao se encontra no apéndice do artigo de [Christensen et al., 2008],
e é omitida por questoes de espago.
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decaimento fixos e nao estimados, ou entdo realizar a estimacdo usando procedimentos em dois
estagios como comentado na segoes 3 e 2.

Neste contexto uma forma de realizar a estimacao utilizando toda a informagao disponivel na
estrutura a termo de taxas de juros e evitando a imposicao de restrigées ad hoc é o uso de métodos
Bayesianos de estimac¢ao usando algoritmos de Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Como mos-
traremos a seguir, esta metodologia permite tratar os problemas existentes nos mecanismos usuais
de estimagao, como os problemas de nao-linearidade, identificagao, e dimensionalidade envolvidos.
Na estimagao por MCMC modelos lineares e nao-lineares sao tratados da mesma forma, e uma
vantagem da metodologia Bayesiana é que ela permite tratar os fatores latentes como parametros
adicionais a serem estimados.

Em inferéncia bayesiana, o objetivo é encontrar a chamada distribuicao posterior dos parame-
tros de interesse condicionados a amostra observada, denotada por p(©|y). Esta distribuicao a
posteriori é o resultado da atualizagao da distribuigao a priori assumida para os parametros com
a informacao existente na amostra, representada pela fungao de verossimilhanca.

Para encontrar a distribui¢cao dos parametros condicionados a amostra, usa-se a relagao derivada
do lema de Bayes:

(6.1) p(©ly) = p(©,y)/p(y) = p(y|©)p(©)/p(y)

onde p(y|O) é a verossimilhanga do modelo, p(0)denota a distribui¢do a priori assumida para
o parametro e p(y) é a distribuigdo marginal da amostra, que precisa ser conhecida até uma
constante de integragao,i.e:

(6.2) p(®ly) = p(0,y)/p(©) = p(y|O)p(©)/c

e assim a distribuigao a posteriori é proporcional ao produto da verossimilhanga pela distribuigao
a priori:

(6.3) p(Oly) o p(y|©)p(O©)

Apos a obtencao da distribuicdo a posteriori, a sumarizacdo dos resultados pode ser feita por
exemplo calculando-se os valores esperados e a varidncia da distribuicao posteriori de cada para-
metro:

(6.4) Bl = [ oip(ely)as

(6.5) Var(Ouly) = [ 6p(©ly)as ~ [E(ouly)?

e podemos avaliar a densidade marginal de parametro ¢; usando:

(6.6) p651y) = [ p(Oly)d01dbs...0,

Desta forma o objetivo principal da estimagao Bayesiana é obter a distribuigao a posteriori, que
contém a informacao a priori atualizada pela informagao existente na amostra, dada pela fungao de
verossimilhanca. Exceto em alguns casos especificos, em geral utilizando distribui¢oes conjugadas
(a distribui¢do a priori é da mesma familia da distribuigdo a posteriori) , formas analiticas para
estas expressoes nao podem ser obtidas. Mas nestes casos uma forma de se obter estas distribuicoes,
é através de técnicas de integragao usando métodos de Monte Carlo. Uma metodologia de Monte
Carlo fundamental em métodos de estimagao Bayesiana é o uso dos chamados algoritmos de
Markov Chain Monte Carlo (MCMC) (e.g. [Robert & Casella, 2005], [Gamerman & Lopes, 2006])

A idéia dos método de MCMC é simular uma cadeia de Markov cuja distribui¢do estacio-
naria convirja para a distribui¢do p(©]y). Um resultado fundamental é que a estimacdo de
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p(Oly) pode ser fatorada, utilizando um procedimento de amostragem das distribuigdes condi-
cionais dos parametros, procedimento conhecido como Componentwise Metropolis-Hastings (e.g.
[Ntzoufras, 2009]). Estas condicionais sdo de dimensao inferior e que podem ser mais facilmente
simuladas. O procedimento pode ser resumido nas seguintes iteragoes:

p(@1|®27 @37 ceey 671) y)

p(@2|®17 @35 seeey 671) y)
(6.7) .

p(@n|@2, @3., ceey @n_l, y)

O Teorema de Clifford-Hammersley (veja [Robert & Casella, 2005] para uma derivagao deste
resultado) assegura que sob certas condigoes de regularidade este conjunto de distribuigbes condi-
cionais converge unicamente para a distribuigao de p(©ly). Uma vantagem evidente deste método
é que ele nao envolve nenhuma metodologia de maximizacao numérica, e desta forma evitamos
os problemas numéricos envolvidos em maximizagao de funcées nao lineares como as encontradas
em nosso problema. A validade empirica desta metodologia é verificada através de métodos para
verificar a convergéncia das cadeias de Markov para a sua distribuicdo estacionaria®. Outro ponto
importante no uso de métodos de inferéncia Bayesiana é que o uso de informacéao a priori ajuda
a resolver alguns problemas existentes na estimagao classica, como por exemplo a estimagao de
modelos nao-identificados. Este ponto é discutido em detalhes na secao 8.

Quando todas as distribui¢des condicionais sdo conhecidas, o algoritmo de MCMC é o chamado
amostrador de Gibbs, aonde a estimagao é realizada amostrando-se diretamente das distribui¢oes
condicionais. Caso nao seja possivel amostrar da distribui¢do condicional analitica, é possivel
realizar a amostragem destas condicionais utilizando o algoritmo de Metropolis-Hastings, que é
uma generalizacao do método de aceitagao-rejeicao de simulagao de variaveis aleatérias para a
amostragem de distribuicoes condicionais®.

Em nosso problema nao podemos amostrar diretamente de todas as distribui¢oes condicio-
nais, dada as especificagoes nao-lineares utilizadas e o uso de distribuicées nao-conjugadas. Desta
forma usaremos um algoritmo de Markov Chain Monte Carlo Hibrido, utilizando simultanea-
mente o algoritmo de Gibbs e algoritmo de Metropolis-Hastings, metodologia proposta inicial-
mente em [Tierney, 1994]. Neste caso quando temos um condicional conhecida utilizamos Gibbs
sampling , e para demais condicionais Metropolis-Hastings. Um algoritmo hibrido de MCMC
([Robert & Casella, 2005]) pode ser visto através como iteragoes nas seguintes etapas:

Para i=1,...,p , e dados (9§t+1), ...,9?_411),9?), ...9](;))
1 - Simule _
0; ~ q;(06T 08D 9 o0
2 - Aceite

g+l _ Gftl com probabilidade 1 — p
v 0; comprobabilidade p
onde
( s 108D 050000, 00)
i (051050 .08 00 0 ol)

o\ ) ,
( g (01D 00D 0 60) )

i (05716770 05000 000 0l))

onde g é a chamada distribuicao tentativa ou auxiliar.
Quando o modelo a ser estimado pode ser colocado em uma formulagao de espago de estado,
uma forma conveniente de tratar o problema é através do uso de uma formulagao Hierdrquica.

SPara uma discussdo detalhada deste tépico veja [Robert & Casella, 2005], [Gamerman & Lopes, 2006] e
[Ntzoufras, 2009].

6Veja [Robert & Casella, 2005] para uma revisdo do amostrador de Gibbs, o algoritmo de Metropolis-Hastings
e os demais métodos utilizados a seguir.
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Nesta estrutura a representacdo das priors é baseada em uma hierarquia. Esta formulacao é
especialmente 1til em modelos em espaco de estado’, ja que a especificacio hierarquica permite
recuperar a distribuicao dos fatores latentes, utilizando como distribui¢ao a priori para o fator
latente na data t uma funcao da posteriori do fator latente no tempo t-1. Um exemplo simples é
o chamado modelo de nivel local::

(68) Yt = Mt + €t
Mt = pht—1 T

Neste exemplo podemos utilizar como distribuigdo a priori do fator latente p; o valor de pz—1
e assim ¢ ~ 7(pe—1), utilizando diretamente a especificagdo da equagao de estado.

Para caracterizar completamente nosso modelo é necessario discutir quais as distribuigoes a
priori utilizadas. Para os fatores latentes (3;; e 7 utilizamos como prioris o par Normal-Gamma
Inversa, através da caracterizagao hierarquica com média dada pela estrutura de vetor autoregres-
siva. Para os parametros do vetor autoregressivo ® assumimos uma estrutura normal multivariada
com matriz de varidncia dada por uma distribuicao inversa Wishart, e para o fator latente de vola-
tilidade estocastica assumimos o2 ~ LogNormal(¢o+¢1,02 1, T,2), com uma distribui¢io Gamma
para 7,2 , Normal para ¢ge finalmente ¢; ~ Beta. Para os demais parametros nos processos au-
toregressivos e na especificacdo dos parametros que identificam os fatores de cada mercado nos
modelos de fatores latentes generalizados e globais utilizamos uma estrutura normal-multivariada
para a média destes parametros e inversa-Wishart para a matriz de variancia®. Especificacoes
alternativas implementando procedimentos de shrinkage sao discutidos na segao 7.

O procedimento de amostragem utiliza o algoritmo de Gibbs para os parametros B, ¢o ,
parametros de processos autoregressivos, parametros de cargas no modelo de fator global, paré-
metros da distribui¢do Wishart e as para as distribuigbes Gamma. Para os demais parametros
que nao possuem distribuicdo condicional conhecida, ligados as especificagdes nao lineares e nao
conjugadas, usamos o algoritmo de Metropolis-Hastings e para o parametro ¢ynos processos de
volatilidade estocastica utilizamos o algoritmo conhecido como Slice Sampler ([Neal, 2003]). A
especificacao do modelo é completa assumindo uma verossimilhanga Normal multivariada para
a estrutura a termo observada, permitindo recuperar a distribuicdo a posteriori dos pardmetros
através da equagao 6.3 com o uso dos algoritmos de estimagao por MCMC.

Para obter distribui¢gao preditiva do modelo um passo a frente utilizamos a relagao:

(6.9) p(Fesilye) = / P(Gr+110)p(©])p(0)dO

que é verossimilhanga futura ponderada pelo distribui¢ao posterior dos parametros, onde y; sao
as observagoes até o periodo t. . Sumarizamos as previsoes um passo a frente usando a média e
os percentis da distribuigao preditiva dada por 6.9.

7. BAYESIAN SHRINKAGE

Os modelos especificados para multiplas curvas de juros contém um elevado numero de paré-
metros a serem estimados, principalmente na especificagao para a dindmica dos fatores latentes.
A elevada dimensionalidade, em conjunto com os problemas de identificagao discutidos na segao 8,
tornam a estimacao de modelos de estrutura a termo de taxas de juros um problema econométrico
bastante complicado.

As solugoes usuais para o problema da dimensionalidade do vetor de parametros em modelos
multimercados envolvem a imposicao de restri¢oes ad hoc, que também estao ligados as condigoes
de identificagdo. No modelo de curva global proposto por [Diebold et al., 2008] uma forma de
reduzir o nimero de parametros do modelo é restringir a estimagao da equagao de observagao
utilizando apenas os componentes de nivel e inclinagao, descartando os fatores de curvatura e
dupla curvatura. Entretanto este procedimento reduz bastante o ajuste do modelo, em especial

7Veja [Koop, 2003] para a estimagdo de modelos em espago de estados utilizando a formulagdo hierdrquica.
8Para uma discussdo sobre estas especificagbes veja [Bernardo & Smith, 1994].
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para as maturidades mais longas. Nestas maturidades estes componentes aumentam de forma
significante o ajuste do modelo (e.g. [Bjork & Christensen, 1999], [Christensen et al., 2008]).

No entanto é esperado que muitos destes parametros nao sejam significantes, e assim possam
ser eliminados do modelo. Na especificagao do modelo de fatores latentes generalizados, é esperado
que os pardmetros de fatores com interpretacoes distintas nao sejam importantes na explicagao de
outros fatores. Por exemplo é pouco provavel que um fator de dupla-curvatura afete os movimen-
tos do fator de inclinagao por exemplo. Esta interpretagao pode ser justificada pelo desempenho
da decomposi¢do de componentes principais de [Litterman & Scheinkman, 1991], aonde os com-
ponentes sao por constru¢ao ortogonais.

Na estimacao Bayesiana este problema é implicitamente tratado através da estrutura de prioris
utilizada. Um pardmetro que tenha valor posterior esperado zero é normalmente especificado
através de uma distribuicao a priori concentrada no valor zero. Esta é a interpretagao da chamada
‘Minnesota’ prior (e.g. [Doan et al., 1984]) utilizada em modelos de séries temporais, que advoga
uma priori para séries temporais nao estacionarias definindo um processo de passeio aleatorio
em modelos de vetores autoregressivos, impondo uma priori centrada em zero para os defasagens
superiores a um e centrada em um para a primeira defasagem da variavel

Uma forma alternativa de tratar este problema é através do uso de técnicas conhecidas como
Bayesian Shrinkage, que € o uso de prioris que coloquem um peso maior no zero do que as prioris
padroes. Neste artigo utilizamos duas formas de priors de shrinkage. A primeira forma é o uso da
prior Laplace (Exponencial Dupla) e a segunda forma é o uso da prior ‘Minnesota’ generalizada.

A estimagao utilizando a priori Laplace (Exponencial Dupla) esté relacionada com o método de
estimacgao conhecido como LASSO - Least Absolute shrinkage and selection operator, proposto por
[Tibshirani, 1996]. O estimador LASSO é obtido como a solu¢do de um problema de estimagao
utilizando uma penalidade ¢; na minimizac¢ao do problema:

q
(7.1) 1Y = X8I+ A 151

=2

Uma vantagem do estimador LASSO é que ao invés de apenas forcar os estimadores para zero,
como no caso de técnicas como ridge regression, ele efetivamente permite que alguns estimadores
sejam identicamente iguais a zero, realizando simultaneamente um procedimento de shrinkage e
selegao de modelos. O estimador LASSO pode ser interpretado como uma estimagao de moda a
posteriori em um contexto Bayesiano, através de uma distribuicao a priori Laplace (Exponencial
Dupla), como apontam o proprio [Tibshirani, 1996] e [Park & Casella, 2008]. Esta distribuicao
Laplace é uma fungao de dois hiperparametros (u, b) na forma:

(7.2) 7(B) = o7,

onde (u,b) podem ser interpretados como fatores de locacao e escala. A figura 7.1 mostra
diferentes especificagoes da priori Laplace, mostrando que o peso em zero é muito maior do que
por exemplo prioris Gaussianas com o mesmo fator de escala. A tnica dificuldade associada com
o uso de prioris Laplace é que esta distribuigao nao é conjugada, e assim é necessaria uma etapa
adicional no procedimento de estimacao utilizando o algoritmo de Metropolis-Hastings. Adotamos
esta estrutura de prioris Laplace independentes para os parametros nos vetores autoregressivos que
definem os fatores latentes, e utilizamos como valores de i e b os valores 0 e .1.

A prior de ‘Minnesota’ generalizada proposta em [Robertson, 1999]e [Kadiyala & Karlsson, 2007],
e advogada para o uso na estimacao de modelos de vetores autoregressivos Bayesianos de ele-
vada dimensdo por [Banbura et al., n.d.], consiste em uma generalizacdo de priori proposta por
[Doan et al., 1984]. Nesta formulagéo temos que a priori para as matrizes de pardmetros ®,e @,
nos modelos de fatores generalizados é dada por:

(7.3) vec[®;] = N (Uec((bio), P ® QO>
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FiGurA 7.1. Laplace Prior

Prior Laplace

Densidade

Suporte

onde vec é operador que empilha os pardmetros em uma coluna e

(7.4) P ~ iW (So, o)

epi — 2 i —
onde E(Sp) = { 0; f)eczc k e ag = { )\)\nglcck e iW denota uma distribuigao Wishart

Inversa.

Neste caso assumimos §; € a varidncia esperada de cada fator latente e o pardmetro Acontrola
o fator de shrinkage escolhido e o; e o sao as variabilidades dos fatores latentes. Para os modelos
tratados neste artigo utilizamos um fator de shrinkage A\=.1.

8. IDENTIFICAGAO

Note que na definicao das possiveis especificagoes possiveis para os modelos dindmicos para
a estrutura a termo de taxas de juros, existe um trade-off entre uma especificagao mais rica e
a dificuldade de estimacao computacional. [Dai & Singleton, 2000] apontam que os problemas
na especificagao de modelos afins de estrutura a termo de taxas de juros envolvem condigoes de
admissibilidade, i.e. 0 modelo leva a pregos de titulos bem definidos, e condig¢oes de identificagao
econométrica.

O conceito de identificagao em modelos econométricos pode ser resumido como a propriedade de
que um modelo é considerado nao-identificado se existe mais de um vetor de parametros que define
uma funcao de verossimilhanca equivalente, e esta perspectiva é valida tanto em modelos cléssi-
cos (e.g. [Rothemberg, 1971]) como em modelos Bayesianos (e.g.[Kadane, 1974], [Poirier, 1998]
e [Aldrich, 2002]). Formalmente temos que um modelo é néo identificado se considerando uma
funcdo de verossimilhanga regular L(6;y), onde § € ©¢ um vetor Kx1 e © € R¥. Se 0é nao iden-
tificado para todo ) € © existe um outro #?) € © tal que L(AV);y) = L(6®;y) para todo y.
Desta forma em modelos nao-identificados existe mais de um vetor satisfazendo a fungao critério
de estimagao, o maximo da fungao de verossimilhanga.

Conforme [Kadane, 1974|, identificagdo é uma propriedade da funcdo de verossimilhanga, e
assim a identificagdo é a mesma considerando perspectivas cléassicas ou Bayesianas. Como coloca
[Poirier, 1998]a solucdo para a estimacao de modelos nao-identificados é a mesma sob as duas
perspectivas, através do uso de mais informacao no modelo, e esta informagao em geral nao esta
contida na amostra. A solucao proposta para problemas de identificagdo na perspectiva classica em
geral esta representada na imposigao de restrigoes no espago paramétrico, usualmente eliminando
parametros redundantes no modelo. A perspectiva Bayesiana é menos dogmatica, e normalmente
identificagdo é obtida através do uso de informagéo a priori. Citando [Poirier, 1998§]:
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“A Bayesian analysis of a nonidentified model is always possible if a proper prior on all the
parameters is specified”

A estimacao de modelos nao-identificados através da priori é obtida notando que o uso de uma
priori adequada pode reduzir o espago amostral possivel na distribuigao posterior dos dados, as-
sim reduzindo a probabilidade da posterior se situar em uma regiao de nao-identificagdo. Como
colocado formalmente em [Florens et al., 1990] a escolha de uma priori adequada possibilita a
estimagao de uma posteriori identificada através da redugao da sigma-algebra geradora da distri-
buigao a posteriori dos parametros de interesse. Entretanto algumas consideragoes sao necessarias.
A primeira é que podem existir situacoes aonde os dados sao nao informativos, e as distribuigoes
a priori e a posteriori sao equivalentes, e também podem existem situagoes problematicas se sao
utilizadas prioris improéprias. Uma discussao detalhada destes problemas podem ser encontrada
em [Poirier, 1998|. Esta mesma referéncia contém a discussao de duas situagoes diretamente re-
lacionadas a estimagao no contexto do problema da estimacao dos modelos de estrutura a termo
propostos neste artigo.

A primeira discussao esta relacionada ao problema de multicolinearidade. Note que na forma
geral dos modelos de Nelson-Siegel-Svensson (eq. 4.1) existe um problema potencial de multico-
linearidade que leva a néo-identificagdo do modelo. Os termos relacionados aos componentes (3o
e (4880 potencialmente ndo identificados para valores proximos destes dois fatores, o que inclui
a especificagao do valor dos parametros de decaimento. Normalmente é assumido que 72 > 7y
para a identificagdo do modelo, como em [Christensen et al., 2008]. No caso de multicolinearidade
identificacdo pode ser obtida através de uma priori adequada para os parametros relevantes, e no
caso da estimagao dos parametros de decaimento a identificagao é obtida assumindo-se prioris que
conduzam a posteriori destes pardmetros a distribuigoes aonde a probabilidade posterior de de se
observar 75 > 7 seja maxima.

A segunda discussao relevante esta relacionada a estimacao de modelos hierarquicos, aonde
é possivel mostrar que identificagdo pode ser obtida através de uma escolha adequada para a
distribuicao a priori nos pardmetros envolvidos em cada hierarquia do modelo. Na formulagao
proposta para o modelo, utilizamos uma representagao em espago de estado para a evolugao dos
fatores latentes do modelo, e a estimagao deste representacao é dada através da formulagao hie-
rarquica aonde a priori para o fator latente em t+1 é a posterior estimada para este fator latente
no periodo t. Neste caso temos que a condi¢do de informatividade dos dados é sempre respei-
tada, e com uma escolha adequada de prioris o modelo pode sempre ser estimado, evitando os
problemas de nao-identificagao normalmente existentes na estimacao classica utilizando o filtro
de Kalman (e.g. [Duffe, 2002]). Este problema e suas implicagdes econoémicas é discutido em
[Kim & Orphanides, 2005], que aponta que modelos afins de estrutura a termo podem ser ca-
racterizados por estimagoes observacionalmente equivalentes mas com interpretacées econémicas
bastante distintas.

Note que uma estrutura a termo de taxas de juros contém estatisticas suficientes para iden-
tificar os parémetros necessarios, dadas pelas observagoes passadas da curva de juros. Este é
exatamente um dos problemas da estimacdo em dois estagios utilizada em [Diebold & Li, 2006,
Diebold et al., 2008], que é o fato da estimagdo do primeiro estagio justamente ignorar toda a
estrutura de dependéncia temporal entre os fatores latentes. A estimacgdo simultanea Bayesiana
utiliza o parametro estimado no periodo t-1 como a priori para o pardmetro em t, e como em geral
esta estimagcao é informativa, conseguimos a redugao discutida em [Florens et al., 1990] na sigma-
algebra geradora da distribuigao posterior do fator latente, resolvendo o problema de identificagao
para os modelos em questao.

9. APLICAGAO EMPIRICA

9.1. Base de dados. Para realizar a anélise empirica dos modelos propostos utilizamos curvas de
juros de dois mercados distintos. A primeira curva é construida utilizando-se dados da estrutura
a termo da curva de Cupom Cambial. O Cupom Cambial pode ser resumido como uma estrutura
a termo de instrumentos negociados no Brasil, mas com rendimentos em doélares. Outros estudos
para a modelagem da curva de cupom Cambial sdo [Pinheiro et al., 2007] que modela esta curva
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TABELA 1. Estatisticas Descritivas

Cupom Cambial 6 9 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120
Min. 0.0292  0.0309 0.0323 0.0365 0.0401 0.0415 0.0428 0.0441 0.0457  0.0476 0.0495 0.0515
1st Qu. 0.0410 0.0436 0.0449 0.0483 0.0523 0.0554 0.0582 0.0610 0.0640 0.0671 0.0704 0.0735
Mediana 0.0574 0.0569 0.0564 0.0557 0.0572 0.0603 0.0634 0.0669 0.0705 0.0744 0.0779  0.0809
Meédia 0.0532  0.0537 0.0540 0.0547 0.0567 0.0595 0.0628 0.0668 0.0708 0.0749 0.0790 0.0831
3rd Qu. 0.0631  0.0625 0.0623 0.0615 0.0622 0.0646 0.0680 0.0724 0.0766 0.0811 0.0858 0.0906
Max. 0.0942 0.0894 0.0826 0.0823 0.0843 0.0867 0.0913 0.1021 0.1125 0.1224 0.1323  0.1425
desv. pad 0.0124 0.0116 0.0110 0.0092 0.0082 0.0079 0.0083 0.0094 0.0107 0.0121 0.0136 0.0153
Eurododlar 6 9 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120
Min. 0.0183 0.0185 0.0187 0.0205 0.0233 0.0263 0.0286 0.0305 0.0320 0.0331 0.0340 0.0347
1st Qu. 0.0281 0.0281  0.0281 0.0304 0.0332 0.0358 0.0381 0.0401 0.0419 0.0434 0.0447 0.0458
Mediana 0.0361  0.0341 0.0333 0.0358 0.0387 0.0408 0.0425 0.0440 0.0454 0.0466 0.0478 0.0488
Média 0.0389  0.0382 0.0377 0.0381 0.0400 0.0418 0.0434 0.0448 0.0461 0.0473  0.0483  0.0492
3rd Qu. 0.0526  0.0510 0.0499 0.0482 0.0481 0.0485 0.0491 0.0498 0.0504 0.0511 0.0516 0.0523
Max. 0.0538 0.0537 0.0538 0.0540 0.0546 0.0553 0.0560 0.0566 0.0572 0.0578 0.0584 0.0589
desv. pad. 0.0119 0.0116 0.0112 0.0097 0.0083 0.0073 0.0065 0.0058 0.0053 0.0049 0.0046 0.0044

usando uma estrutura polinomial com variaveis latentes e [Pereira, 2009] que utiliza uma forma
simplificada do modelo de [Diebold & Li, 2006].

Esta curva foi construida através de um instrumento sintético calculado com base em ativos tran-
sacionados na BM&F. O cupom cambial foi calculado por nao-arbitragem igualando-se o retorno
do DDI, que é um instrumento de renda fixa cuja remuneragao é acrescida com a rentabilidade
acumulada do CDI. A férmula utilizada para o calculo do Cupom Cambial é dada por:

o1 o (T +i)ER)Y 560
(0-1) £ (1+ Aey) T

onde T é o numero de dias corridos entre a negociacao do contrato e o vencimento, i; é a taxa
CDI negociada no mercado interbancario no dia t e Ae; é a valorizagdo cambial medida pela taxa
de cambio em reais por dolar (PTAX800) observada entre o dia util anterior a data de operagao no
mercado futuro e o ultimo dia do més anterior ao vencimento do contrato. Como neste contrato
existe uma distor¢ao dada pela utilizagao da PTAX do dia anterior, utilizamos a metodologia
de replicacao deste titulo através de instrumentos de mercado com mais liquidez, usando o délar
spot, dolar futuro, futuros de DI e Forward Rate Agreements. Esta metodologia foi utilizada em
[Pereira, 2009], que discute em detalhes as vantagens deste procedimento.

A outra curva utilizada neste estudo é uma curva de juros construida com base nas remuneragoes
obtidas no mercado de Eurodélar, que corresponde ao mercado de depoésitos financeiros em dolares
negociado fora dos EUA. Esta curva externa foi construida utilizando-se os contratos a termo de
Eurodolar negociados na Chicago Mercantile Exchange. Estas curvas sao construidas utilizando-se
a metodologia sugerida por [Burghardt, 2003]. Note que estes dois instrumentos sao escolhidos de
forma a terem uma remuneragao em uma mesma moeda, e assim eliminar a influéncia da variagao
cambial nos retornos em diferentes mercado.

Para as duas curvas trabalhamos com vértices fixos de 6, 9 ,12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108
e 120 meses, com a amostra indo de 6/3/2007 até 26/11/2008, contendo 402 observagoes. As
estatisticas descritivas para cada vértice destas duas curvas esta colocado na Tabela 1, e a Figura
9.1 mostra a evolugao destas duas curvas no tempo.

E possivel observar algumas caracteristicas nestas duas curvas. Como aponta [Pereira, 2009]
nas duas curvas existe um movimento de aumento na volatilidade média e também nos spreads.
O periodo final da curva de juros de Eurodoélar reflete as cortes nas taxas de juros realizadas pelo
Federal Reserve.
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Ficura 9.1. Curvas de Juros
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Estes padroes nas curvas de juros as tornam interessantes como objeto de estudo para os mode-
los propostos. E possivel notar que existe uma grande variabilidade no formato das curvas de juros
no tempo, indicando que os fatores latentes devem ter grande variabilidade nestas duas curvas.
Outro ponto é que fica evidente que o padrdao de decaimento da curva se modifica bastante no
tempo, justificando o uso de pardmetros variantes no tempo em oposigao a fixagao realizada na
estimagao usual do modelo de [Diebold et al., 2005]. Outro ponto interessante é dado pela estru-
tura de volatilidade, que nao é constante no tempo e justifica o uso do componente de volatilidade
estocastica.

9.2. Analise Comparativa. Para realizar uma analise completa das trés classes de modelos
propostos, realizamos a estimagao dos modelos completos de cada classe e também com a imposigao
de sub-modelos de cada classe. Estas diferentes especificagoes permitem analisar como as diferentes
caracteristicas dos modelos afetam o ajuste do modelo e os resultados obtidos. Foram estimados
13 especificagdes diferentes, detalhadas abaixo:
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(1) Curvas Independentes - nesta especificacdo as curvas sao independentes - os fatores laten-
tes de cada curva s6 dependem dos demais fatores da mesma curva, ignorando a interde-
pendéncia com o outro mercado. . Esta especificagdo corresponde ao modelo de fatores
latentes generalizados, com a restricao que os parametros @, fe v correspondentes a curva
do outro mercado sao eliminados da especificacao das equacgoes 4.6, 4.7 e 4.8.

(2) Modelo Fator Latente Generalizado Completo - este modelo corresponde as equagdes 4.5,
4.6, 4.7 e 4.8 com todos os parametros sendo estimados.

(3) Modelo Fator Latente Generalizado, mas fator cruzado restrito - Neste modelo assumimos
que a matriz ® na equagao 4.6 tem posto completo para os fatores da mesma curva e é
uma matriz diagonal para os fatores da outra curva de juros.

(4) Modelo Fator Latente Generalizado Diagonal - nesta especifica¢do assumimos que as matri-
zes ®; e ®; sao diagonais, e assim cada fator s6 depende dele em t-1 e do fator equivalente
da outra curva em t-1. Por exemplo o nivel em t da curva de cupom cambial s6 depende
do nivel da curva de cupom cambial em t-1 e do nivel da curva de Eurodélar em t-1 e nao
depende dos demais fatores.

(5) Modelo Fator Latente Generalizado Triangular - curva de cupom cambial depende dela
mesma em t-1 e da curva de Eurodélares, ,mas a curva de Eurodélares s6 depende dela
propria - Nesse modelo assumimos que a curva local é influenciada pela curva estrangeira,
mas a curva estrangeira é independente da curva de Cupom Cambial, assumindo uma
estrutura triangular.

(6) Modelo de Fator Global Generalizado Identificado com Curva Eurodoélar. Neste modelo
assumimos que o fator global é dado pelos fatores latentes da curva de Eurodolar. Desta
forma neste modelo a curva de Cupom Cambial ¢ um deslocamento direto da curva de
Eurodolar mais um fator idiossincratico. Note que esta estrutura é muito mais simples que
o fator global generalizado completo, ja que estimamos diretamente os fatores latentes de
Eurodoélar e obtemos os fatores da curva de cupom cambial estimando apenas os loadings
correspondentes.

(7) Modelo de Fator Global Completo - Nesta especificagdo assumimos a estrutura completa
de fator global generalizado, aonde tanto os fatores da curva de Eurodoélar e da curva de
Cupom Cambial sao deslocamentos da fator global latente mais fatores idiossincraticos,
correspondendo as equagoes 4.9- 4.15 do modelo de fatores globais generalizado.

(8) Modelo de Fatores Latentes Generalizado com Bayesian Shrinkage via Prior Laplace -
Nesta especificacao estimamos o modelo completo de fatores latentes generalizado, mas
utilizando a estrutura de Prioris Laplace (equagdes 7.1, 7.2) para os parametros autore-
gressivos do modelo. Neste caso assumimos que (u,b) sdo dados pelo vetor (0,.1).

(9) Modelo de Fator Latentes Generalizado com Bayesian Shrinkage via Generalized Minne-
sota Prior - Novamente o modelo de fatores latentes generalizado completo, mas agora
utilizando a estrutura da Priori Minnesota Generalizada descrita pelas equagoes 7.3e 7.4.

(10) Modelo Generalizado com 5 fatores - Utilizamos a especificagdo de 5 fatores dada pela
equagao 5.12, mas sem a correcao para nao-arbitragem e assumindo a estrutura de fator
latente generalizado com interagoes entre curvas de juros. Este modelo é andlogo ao pro-
posto por [Bjork & Christensen, 1999]. Assumimos nesta especificacdo que os parametros
de decaimento e volatilidade estocéstica sao constantes. Este modelo tem o objetivo de
verificar o ganho dado por estes dois fatores adicionais no ajuste das curvas de juros.

(11) Modelo Generalizado com 5 fatores e condi¢oes de Nao-Arbitragem - Utilizamos a espe-
cificagdo completa do modelo de [Christensen et al., 2008], mas assumindo a estrutura de
fatores latentes generalizados permitindo a interacao entre fatores latentes de diferentes
curvas e utilizando a corre¢do por Nao-Arbitragem dada pelas equagoes 5.13e 5.15. Este
modelo generaliza o modelo de [Christensen et al., 2008] para mais de um mercado.

(12) Modelo Generalizado com 5 fatores e Bayesian Shrinkage. Este modelo é similar ao modelo
10, mais utilizando a estrutura de shrinkage via prior Laplace.

(13) Modelo Generalizado com 5 fatores, Nao-Arbitragem e Bayesian Shrinkage. Esta espe-
cificagdo corresponde ao modelo 11 com a correcao de Nao-Arbitragem mais o uso de
shrinkage via prior Laplace.
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TABELA 2. DIC

Modelo DIC
Modelo 1 -41240.46
Modelo 2 -90263.49
Modelo 3 -42076.37
Modelo 4 -73328.45
Modelo 5 -96747.54
Modelo 6 -5774.245
Modelo 7 -115687.7
Modelo 8 -115814.7
Modelo 9  -74041.7
Modelo 10 -97506.19
Modelo 11 -97506.19
Modelo 12 -101149.4
Modelo 13 -101149.4

A estimagao de todos estes modelos utiliza um periodo de burn-in (ntimero de amostras descar-
tadas) de 5000 iteragdes, e mais 10000 iteragoes para a construgdo das distribui¢ées posteriores.
A verificacao de convergéncia das cadeias foi realizada utilizando os procedimento de Geweke e
Gelman-Rubin (e.g. [Ntzoufras, 2009]) e indicaram que ndo houveram problemas na convergéncia
das cadeias de Markov simuladas.

O primeiro mecanismo de comparagao entre modelos usa o critério de informagao DIC (Deviance
Information Criteria) de [Spiegelhalter et al., 2002]. O DIC é um critério de informacao Bayesiano
que permite realizar selegdo de modelos de forma analoga aos critérios BIC e AIC normalmente
utilizados. Este critério é interessante na comparagao de modelos complexos com elevado niimero
de parametros, ja que no DIC a penalizagdo é sobre o ntumero efetivo de pardmetros conforme
definido em [Spiegelhalter et al., 2002]. O DIC também tem a caracteristica de obter resultados
equivalentes a versao robusta do critério AIC (e.g. [Claeskens & Hjort, 2008]) e assim também ¢
valido como um critério de selecao em uma perspectiva de inferéncia classica.

A Tabela 2 mostra o DIC estimado para os modelos estimados. Por este critério os melhores
modelos sdo os modelos 7 e 8, que correspondem ao Modelo de Fator Global Generalizado completo
e ao Modelo de Fatores Latentes Generalizados utilizando shrinkage através da Priori Laplace. O
modelo de fator global possuem um ntmero de parametros bastante inferior ao modelo de fatores
generalizados, mas possui uma estrutura mais complexa dado aos fatores latentes globais. O fato
do DIC destes dois modelos serem equivalente mostram que o ajuste dentro da amostra destes
dois modelos é equivalente utilizando a penalizacao pelo ntimero efetivo de parametros.

Também é importante notar que o uso da Prior Laplace permite reduzir de forma significativa
a complexidade do modelo, ja que comparando o DIC do modelo 2 com o modelo 8 notamos uma
reducao bastante significativa. Também é interessante notar que o pior modelo pelo DIC foi o
modelo de fatores independentes, mostrando que a interagao entre as curvas adiciona poder de
ajuste nestes modelos de estrutura a termo de taxas de juros, mesmo penalizando para a maior
complexidade do modelo.

O resultado obtido pelo DIC aponta que a estrutura mais geral dos modelos 7 e 8 efetivamente
aumenta o ajuste dentro da amostra, mesmo penalizando pela maior complexidade destes modelos.
Outro ponto importante é que o DIC corresponde ao ajuste global do modelo, e assim ndo permite
diferenciar o ajuste relativo para cada curva de juros ou para cada vértice em particular. Mas
uma questao relevante é verificar se esta maior complexidade existente nos modelos selecionados
pelo critério DIC leva a um melhor o poder de previsao.

Para realizar esta analise realizamos uma anélise de poder preditivo, comparando os modelos
estimados através de varios critérios de analise de previsao. Calculamos para previsoes um passo-
a-frente os critério de previsao ME (Mean Error), RMSE (Root Mean Squared Error), MAE (Mean
Absolute Error), MPE (Mean Percentage Error), MAPE (Mean Absolute Percentage Error) e o
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TABELA 3. Previsoes um passo a frente - Curva Cupom Cambial

ME RMSE MAE MPE MAPE Theil’s U

Modelo 1 4.948467e-05 0.0033243248 0.0023628392 -0.10506614 3.6941737 1.3876540

Modelo 2 3.120740e-05 0.0061732919 0.0046305395 -0.67884277 7.2658601 2.5536768
Modelo 3 3.120740e-05 0.0061732919 0.0046305395 -0.67884277 7.2658601 2.5536768
Modelo 4 -8.001256e-06 0.0021101813 0.0014223738 -0.09677698 2.2386319 0.9026644
Modelo 5 2.929328e-06 0.0061070020 0.0045121777 -0.71735752 7.0040327 2.4440608
Modelo 6 -1.134294e-04 0.0065386572 0.0021641319 -0.38978741 3.4117078 2.4189061
Modelo 7 -9.932863e-05 0.0041431653 0.0008865839 -0.17691421 1.4313262 1.5970411
Modelo 8 1.077975e-07 0.0046493827 0.0032573506 -0.37735241 5.0503655 1.8872831
Modelo 9 3.035743e-06 0.0054047840 0.0041093530 -0.54053051 6.5118160 2.2959305

Modelo 10 -1.568414e-06 0.0014702792 0.0011108274 -0.02515509 1.7473377 0.6167394
Modelo 11 7.119768e-05 0.0014720012 0.0011046995 0.09479088 1.7361130 0.6173000
Modelo 12 -7.629270e-07*  0.0007277954%  0.0005350270*  -0.00980893*  0.8361936* 0.3065305%*
Modelo 13 2.347561e-04 0.0007647195 0.0005653953 0.37841530 0.8928385 0.3248396

*denota o melhor modelo

critério Theil’s U. Propriedades destas medidas de acuracia de previsao podem ser encontradas em
[Hyndman & Koehler, 2006]. As Tabelas 3 e 4 mostram estas medidas para as curvas de Cupom
Cambial e Eurodolar®.

Os resultados obtidos para a curva de Cupom Cambial mostram que o melhor modelo em todos
os critérios de previsao é o modelo 12, que é o modelo de 5 fatores, obtendo um poder de previsao
bastante superior aos demais modelos. Podemos interpretar este resultado como o fato de que a
adi¢ao de dois fatores adicionais de inclingao e curvatura ajuda a um melhor ajuste e previsao
nesta esta curva de juros, o que era esperado pela maior variagao nos formatos da curva de Cupom
Cambial no tempo. Esta conclusao pode ser observada através do critério Theil’s U, que mostra
o ganho relativo de previsao em relagao a uma previsao ingénua usando um passeio aleatoério.

Podemos observar que sistematicamente temos que os modelos com 5 fatores, com e sem corregao
para Nao-Arbitragem, conseguem obter um desempenho superior a previsao de passeio aleatério na
curva de Cupom Cambial. Embora seja uma amostra diferente, é possivel comparar os resultados
com os obtidos com os modelos para a curva de cupom cambial utilizados em [Pinheiro et al., 2007].
Para a previsao um dia a frente, o menor Theil’s U obtido nesse estudo é de .88, enquanto que
conseguimos uma reducao para 0.3065 utilizando o modelo 12, mas notando que as amostras sao
de periodos diferentes e os vértices estudados também sao diferentes e assim esta comparacao é
informal.

Outro comentario importante é que a correcao para nao-arbitragem nao reduz de forma signi-
ficante o poder preditivo dos modelos, o que podemos observar comparando os modelos 10-11 e
12-13. No critério de erro percentual absoluto médio (MAPE) vemos que a corre¢do para nao-
arbitragem melhora o poder preditivo do modelo quando comparamos o modelo 10 com o modelo
11, e assim a corregao por nao-arbitragem se colocada em um modelo com flexibilidade sufici-
ente, como o modelo de 5 fatores, nao representa uma perda de poder preditivo. Desta forma
conseguimos alcangar o melhor de dois mundos - nao-arbitragem e acuracia nas previsoes.

Para a curva de Eurododlar os resultados gerais mostram que todos os modelos tem um desempe-
nho preditivo adequado, o que podemos observar pelo critério de Theil’s U que mostra que todos
os modelos tem um desempenho muito superior a previsao ingénua usando o passeio aleatorio,
ou entao pelo critério MAPE que mostra o baixo erro percentual absoluto médio. Neste caso
é interessante notar que pelos critérios MAE e MAPE o melhor modelo é o modelo 7, que é o
modelo de fator global generalizado completo e pelos demais critérios temos que o melhor modelo
é o modelo independente.

9Esta curvas correspondem a uma agregacao dos erros de previsao para todos os vértices das curvas de juros,
mas também foram calculados medidas para cada vértice em separado. Estes resultados ndo sdo mostrados por
questoes de espago, mas sao disponiveis com os autores.
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TABELA 4. Previsoes - Curva Eurodolar

ME RMSE MAE MPE MAPE Theil’s U
Modelo 1 -6.320870e-08*  0.0001879464*  0.0001483558  -0.002479230*  0.3757145  0.08551584*
Modelo 2 -1.202949e-06 0.0007612598 0.0006331330 -0.019946197 1.6084661 0.35552141
Modelo 3 -6.134617e-07 0.0007175650 0.0005976160 -0.016846364 1.5134021 0.33254931
Modelo 4 -2.514408e-06 0.0003228174 0.0002566345 -0.010678224 0.6317814 0.14342737
Modelo 5 -1.030380e-05 0.0002885804 0.0002268257 -0.032457901 0.5619791 0.13099188
Modelo 6 1.213102e-05 0.0003598094 0.0002831787 0.021745183 0.7176587 0.16520193
Modelo 7 8.326324e-06 0.0002182445  0.0001327137* 0.014453269  0.3432117*  0.11512664
Modelo 8 1.603705e-07 0.0002768067 0.0002224759 -0.002767453 0.5307122 0.11509083
Modelo 9 -1.571455e-06 0.0005298119 0.0004375458 -0.013132845 1.0805472 0.23450715
Modelo 10 -3.153238e-07 0.0009584696 0.0007179616 -0.052340573 1.8029979 0.42355519
Modelo 11 2.786841e-05 0.0009588747 0.0007156113 0.017230232 1.7958090 0.42326406
Modelo 12 -1.035208e-06 0.0013243624 0.0010372927 -0.093306970 2.6140207 0.59081940
Modelo 13 1.093918e-04 0.0013288721 0.0010340418 0.179279071 2.6029361 0.59052908
*denota o melhor modelo

Estes resultados podem ser interpretados notando que a curva de Eurodélar deve ser a priori
muito menos sensivel a influéncias das demais curvas de juros, e desta forma o melhor resultado
preditivo do modelo de curvas independentes faz sentido. Mudangas na curva de juros de Cupom
Cambial ndo devem ter poder preditivo significante sobre a curva de Euroddlar, e dada a menor
complexidade deste modelo, esta caracteristica se reflete em um menor erro médio de previsdo. No
entanto podemos notar que em geral os modelos se caracterizam por um viés negativo na previsao,
0 que nao acontece no modelo 7 que é o melhor modelo pelos critérios MAE e MAPE. O resultado
obtido pelo modelo 7 pode ser explicado pelo formato dos fatores globais estimados, que sao mais
proximos da curva de Eurodoélar do que da Curva de Cupom Cambial, como é mostrado na Figura
9.3.

No caso da curva de Eurodolar a adicdo dos fatores adicionais de inclinacdo e curvatura nao
representa um melhor poder preditivo, e os modelos 10-13 tem um desempenho bastante inferior
aos demais modelos. Este resultado é consistente com o fato estilizado que o formato da curva
de juros de paises desenvolvidos é mais simples que curvas de paises emergentes, e assim o poder
preditivo dos modelos mais simples é maior para esta curva do que para a curva de Cupom Cambial,
que necessita de uma especificacdo mais flexivel.

9.3. Importancia da Correcao de Nao-Arbitragem. Embora a consisténcia com nao-arbitragem
seja uma condi¢ao fundamental na especificagao de modelos de estrutura a termo de taxas de ju-
ros, uma questao interessante é verificar se as curvas de juros observadas sdo consistentes ou nao
com nao-arbitragem. No contexto da formula¢ao de [Christensen et al., 2008] é possivel medir
este efeito olhando para o fator de corregao C;(t,T) na equagao 5.15. Note que este modelo é
basicamente uma curva de juros baseada no modelo de [Bjork & Christensen, 1999] mais este fa-
tor que assegura a consisténcia com nao-arbitragem. Se a magnitude deste fator é muito baixa e
nao-significante temos uma evidéncia que a propria curva ajustada ja é livre de arbitragem e este
fator de corregdo nao é necessario. Uma forma de verificar este efeito é olhando para a distribuigao
a posteriori do fator de corregao por nao arbitragem estimada pelo algoritmo de Markov Chain
Monte Carlo.

A Tabela 5 mostra os percentiles de 2.5%, 50% e 97.5% para a distribui¢io a posteriori estimada
para o fator de corre¢do por nao arbitragem dado pela termo C;(¢,T) na equagao 5.15, para cada
maturidade estimada nas curvas de Cupom Cambial e Eurodolar. Estes percentis estimados podem
ser interpretados como um intervalo de credibilidade para o fator de corregao por nao-arbitragem, e
assim podem ser interpretados em uma perspectiva frequentista como uma estimagao por intervalos
e também como um conseqiiente teste de hipoteses via inversao da estimagao por intervalos (e.g.
[Bernardo & Smith, 1994]). A hipdtese nula de interesse seria que a corregao por nao-arbitragem
em cada maturidade é igual a zero, contra uma hipétese alternativa de que esta corregao é diferente
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TABELA 5. Distribui¢do Posterior - Fator de Corregao por Nao-Arbitragem

Cupom Cambial quantile 2.5 %  quantile 50 %  quantile 97.5 %  Eurodélar  quantile 2.5 %  quantile 50 %  quantile 97.5 %

6 -2.505592e-04 5.627831e-05 0.0003210676 6 -2.923742e-04 -1.010111e-04 1.133912e-05
9 -2.220485e-04 5.973929e-05 0.0003037833 9 -2.099763e-04 -6.273529e-05 1.253434e-05
12 -1.978511e-04 6.004418e-05 0.0002859084 12 -1.570117e-04 -3.717365e-05 2.503620e-05
24 -1.148664e-04 5.428410e-05 0.0002036099 24 -2.398569e-05 2.081719e-05 5.001232e-05
36 -3.272735e-05 5.953053e-05 0.0001443693 36 -1.781659e-05 5.687899e-05 9.922963e-05
48 4.570273e-05 7.687623e-05 0.0001133094 48 -1.364977e-05 8.434156e-05 1.812485e-04
60 2.077555e-05 1.017708e-04 0.0001943380 60 -7.023459e-05 1.013277e-04 2.686080e-04
72 -3.571103e-05 1.293691e-04 0.0003155333 72 -1.510072e-04 1.114461e-04 3.622645e-04
84 -1.008644e-04 1.601904e-04 0.0004644550 84 -2.554487e-04 1.097855e-04 4.644888e-04
96 -1.747916e-04 1.919751e-04 0.0006244936 96 -3.797314e-04 1.102472e-04 5.769284e-04
108 -2.651789e-04 2.223300e-04 0.0007991271 108 -5.257737e-04 9.985080e-05 6.997016e-04
120 -3.731035e-04 2.527459e-04 0.0009915839 120 -6.933878e-04 8.184704e-05 8.314890e-04

de zero. Neste caso a validade desta hipotese nula pode ser testada verificando se os intervalos de
credibilidade obtidos da distribuigao posterior do fator de correcao por nao-arbitragem incluem o
valor pontual zero ou nao.

A Tabela 5 mostra que em geral os valores estimados para o fator de corre¢ao por nao-arbitragem
tem magnitude reduzida, e que apenas as maturidades de 1440 e 1800 dias para a curva de Cupom
Cambial nao incluem o zero dentro dos intervalos, e assim existiria a necessidade da corregao por
ndo-arbitragem apenas nestas duas maturidades para a curva de Cupom Cambial, enquanto que
na curva de Eurodoélar nao podemos rejeitar que todos os fatores de corregao sao estatisticamente
iguais a zero pelos intervalos de credibilidade estimados.

Estes resultados confirmam que a maior liquidez do mercado de Eurodolar ja assegura que
os dados observados na curva de juros estao livres de oportunidades sisteméticas de arbitragem,
enquanto que na curva de cupom cambial estas possibilidades ainda podem estar presentes. Estes
resultados sao consistentes com os resultados obtidos pela analise de previsao, que mostra que para
a curva de Eurodolar a correcao de nao-arbitragem néo altera de forma significativa os resultados
de previsao.

Note que estes resultados sao no entanto condicionais a estrutura assumida para estes pro-
cedimento de verificacdo de nédo-arbitragem, que assume que o modelo adequado para a mo-
delagem livre de arbitragem da estrutura a termo de taxas de juros é dado pelo modelo de
[Christensen et al., 2008, e assim os resultados obtidos sdo condicionais a este modelo. Testes
com outras forma de corregao por nao-arbitragem poderia indicar resultados diferentes.

9.4. Fatores Latentes Estimados. Para ilustrar brevemente algumas das caracteristicas dos
modelos estimados, mostramos graficamente algumas comparacoes entre resultados de distintas
especificacoes. Como existem vérios fatores e modelos distintos, apresentamos apenas alguns
resultados selecionados!®. Todas as figuras contém a média e os percentis de 2.5% e 97.5% das
distribui¢des posteriores de cada fator latente, representando um intervalo de credibilidade de 95%.

A figura 9.2 mostra a evolugdo do fator nivel (1) para os modelos 1 (modelo de curvas in-
dependentes), o modelo 2 (modelo de fatores latentes generalizado) e o modelo 13 ( modelo de
nao-arbitragem com Bayesian Shrinkage), para as curvas de Cupom Cambial e Eurodélar. Como
é possivel notar os resultados sao bastante semelhantes entre os diversos modelos, o que esta em
linha com a estimagdo deste fator através de distintos modelos para a estrutura a termo (e.g.
[Almeida, 2005]), mostrando que os resultados sdo semelhantes para modelos utilizando ou néo a
estrutura de nao-arbitragem e diferentes especificagoes.

Os resultados para o fator de nivel estimados pela segunda classe de modelos baseados na
estrutura de fator global estao colocados na figura 9.3, que mostra os componentes de nivel e
inclinagdo estimados. As sub-figuras a) e d) mostram a estimagao dos fatores globais de nivel e

100s demais resultados sdo disponiveis com os autores.
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FIGURA 9.2. Fator Nivel
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inclinacao, e as demais sub-figuras mostram as transformacgoes obtidas para a obtencao das curvas
de cada mercado através das equacdes 4.10e 4.11. E possivel observar que os fatores globais sdo
mais semelhantes aos fatores obtidos para a curva de Eurodélar, mas também é importante notar
que os componentes idiossincraticos sdo importantes para todas as curvas. E possivel notar que
os os fatores locais obtidos pelo modelo de fator global generalizado sdo bastante semelhantes
aos obtidos pelos demais modelos estimados, mostrando a consisténcia na estimagao de todos os
modelos propostos, e também indicando que a metodologia Bayesiana proposta nao sofre com os
problemas de identificagao. Um problema de identificagao seria graficamente evidente se tivéssemos
realizagoes bastante distintas do mesmo fator com poder de ajuste semelhante, o que nao acontece
com os modelos estimados, ja que em todos os modelos os fatores estimados sdo semelhantes.

A importancia de tornar os parametros de decaimento 7ie 74 variantes no tempo pode ser
observada na Figura 9.4, que mostra a evolugao dindmicas destes pardmetros para as duas curvas
de juros modeladas, através da estimaciao do modelo 2. E possivel notar que existe uma significativa
variagao temporal nestes pardmetros, em especial para o pardmetro mnas duas curvas, embora
o pardmetro 7o tenha um comportamento mais ruidoso e com um intervalo de variacao menor.
Este padrao de variagdo mostra que esta modificacdo possibilita aos modelos estimados uma maior
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F1Gura 9.3. Modelo de Fatores Globais
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adaptacao as mudangas na estrutura a termo de taxas de juros observadas na figura 9.1, e também
evita a necessidade de uma especificacao ad hoc dos pardmetros de decaimento como utilizada nos
artigos de [Diebold & Li, 2006, Diebold et al., 2008].

A validade da utilizacao de fatores de volatilidade estocastica pode ser visualizado na figura
9.5, que mostra a evolugao destes dois fatores estimados através do modelo 2. A din&dmica destes
dois fatores é consistente com o padrdo de volatilidade observado nas curvas de juros (figura
9.1), acompanhando os periodos de aumento e redugdo na volatilidade nestas duas curvas, e
também mostra que estes fatores latentes adicionais sdo importantes para identificar corretamente
a variacdo nos demais fatores latentes do modelo. Em todos os modelos com a presenca de
volatilidade estocéstica é possivel notar este mesmo comportamento.

A Figura 9.6mostra alguns exemplos de previsoes obtidas pelos modelos propostos. As sub-
figuras a) e b) mostram uma comparagao das previsoes um dia a frente para as curvas de Cupom
Cambial e Eurodolar realizadas por todos os modelos, obtidas como médias a posteriori das pre-
visdes um passo a frente de cada modelo . A sub-figura ¢) mostra um exemplo de construgao
do intervalo de credibilidade de 95% para a previsdes um dia a frente para um determinado dia
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FIGURA 9.4. Parametros de Decaimento
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da curva de Eurodélar, neste caso utilizando o modelo 2 de fatores latentes generalizado, e final-
mente a sub-figura d) mostra uma comparacao entre a previsoes utilizando o modelo de 5 fatores
(modelo 12, linha continua) e o modelo equivalente com a corregao para nao-arbitragem (modelo
13, linha tracejada) para a curva de Cupom Cambial, mostrando que os efeitos da corre¢ao por
nao-arbitragem tem magnitude reduzida, consistente com o resultado geral mostrado na Tabela 5.

Em todos estes exemplos utilizamos diretamente uma propriedade derivada do procedimento
de estimacao por Markov Chain Monte Carlo, que é a possibilidade de construir intervalos de
credibilidade exatos em amostras finitas para os fatores latentes e para as previsdes dos mode-
los. Note que nos procedimentos originais das estimagoes dos modelos de [Diebold & Li, 2006,
Diebold et al., 2008] os intervalos de confianga sdo construidos sem levar em conta a estimagao em
dois estagios realizada, e assim s6 possuem validade assintotica e podem ser bastante viesados em
amostras finitas.

10. CONCLUSOES

Neste trabalho foram propostas uma série de inovagoes em relacdo aos procedimentos normal-
mente utilizados na estimagao de modelos para a estrutura a termo de taxas de juros, em especial os
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Ficura 9.5. Volatilidade Estocastica
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modelos baseados nas especificagoes de [Diebold & Li, 2006, Diebold et al., 2008, Christensen et al., 2008].
Estas inovagbes permitem superar diversas limitagoes e restrigoes utilizadas nestes modelos, como

a escolha da forma funcional, limitada a versoes restritas com apenas fatores de nivel e inclinagao

como o modelo adotado em [Diebold et al., 2008], ou entdo o uso de pardmetros de decaimento

fixos e escolhidos de forma ad hoc como na estimacao utilizada em [Diebold & Li, 2006]. Os resul-

tados obtidos mostram que existe evidéncia clara que nao somente os fatores latentes evoluem no

tempo, mas outros fatores como os pardmetros de decaimento e volatilidade devem ser tratados

como fatores latentes adicionais, permitindo procedimentos de ajuste e previsao mais precisos para

a estrutura a termo de taxas de juros, especialmente curvas de juros de paises emergentes que sao
caracterizadas por um formato mais rico e com mudancas mais freqiientes neste formato.

Os procedimentos de estimacao baseados em inferéncia Bayesiana utilizando algoritmos de Mar-
kov Chain Monte Carlo permitem tratar dos problemas que normalmente afetam a estimagao de
modelos de fatores latentes utilizados em modelagem de taxas de juros, como a existéncia de méa-
ximos locais e os problemas de identificagao. A estimacao por MCMC nao utiliza maximizagao
numérica, e a estrutura de informacao a priori e a formulagao hierdrquica permite contornar os
problemas de identificacao existentes na estimacao de modelos de estrutura a termo de taxas de
juros. Esta mesma estrutura de estimagao permite reduzir a dimensionalidade do modelo através
do uso de Bayesian Shrinkage, um procedimento bastante efetivo como mostrado pelo uso do cri-
tério de informagao DIC na comparagao entre modelos, e assim a estimacao destes modelos nao
necessita de restri¢goes ad hoc como a exclusao de fatores latentes ou a fixagao de parametros. Os
procedimentos de Bayesian Shrinkage propostos sdo bastante efetivos na redugdo da dimensionali-
dade e complexidade dos modelos propostos, um problema especialmente importante no contexto
de modelagem conjunta de mais de um mercado.

A inferéncia Bayesiana é particularmente util para tratar os problemas relacionados a complexi-
dade dos modelos de estrutura a termo de taxas de juros, caracterizados por estruturas nao-lineares
e de dificil estimacao pelas metodologias classicas como a estimagao por verossimilhanca através
do filtro de Kalman. O procedimento permite a construgao de intervalos de credibilidade exatos,
e nao é necessaria a estimacao em varios estagios. O procedimento de estimagao por MCMC é
interessante ja que toda a informagao existente na amostra é utilizada diretamente na estimacao,
ja que a estrutura hierdrquica em espago de estados utiliza toda a informagao cross-section e no
tempo. A estimagao Bayesiana permite a estimacao de modelos mais complexos e flexiveis para a
estrutura a termo de taxas de juros, possibilitando nao somente um melhor ajuste mas também
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FIGURA 9.6. Previsoes
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o uso das corregoes para nao-arbitragem que exigem uma estrutura mais complexa de fatores la-
tentes, como mostram [Filipovic, 1999], [Bjork & Christensen, 1999] e [Christensen et al., 2008].
Os resultados mostram que utilizando os mecanismos de estimagao propostos é possivel unir fle-
xibilidade na estimagao com consisténcia com nao-arbitragem, possibilitando generalizar estas
formulagoes livres de arbitragem para o ajuste simultdneo de multiplas curvas de juros.

Esta metodologia de estimagao permite obter a distribuicao posterior de todos os componentes
nao-observados, pardmetros e fatores latentes, e estas distribui¢oes podem ser utilizada para verifi-
car outras caracteristicas importantes, como por exemplo a validade da corregao de nao-arbitragem
através da distribuicao posterior do fator de corregao de nao-arbitragem. Note que este parame-
tro é uma fungao nao-linear dos pardmetros de decaimento, e assim sua distribuicao nao é uma
distribuigao padrao, e desta forma o uso de procedimentos classicos de inferéncia nao é trivial,
enquanto que na estimacgao Bayesiana esta informagcao é um sub-produto padrao do procedimento
de estimacgao.
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Os resultados obtidos na aplicagdo empirica com a modelagem conjunta da curvas de Cupom
Cambial e Eurodolares sao bastante interessantes. Os resultados mostram que as inovagoes pro-
postas, como o uso de fatores latentes adicionais para a volatilidade condicional e os parametros
de decaimento, sao efetivas no ajuste e previsao da estrutura a termo destes dois mercados, ca-
racterizados por dinmicas ricas no formato das curvas. Outro resultado interessante é que a
estrutura de interdependéncia adotada mostra que existe ganho no uso de informacao da curva
de Eurodoélares no ajuste da curva de Cupom Cambial, mas o contrario nao é tao importante,
e este resultado vai de encontro com o tamanho e a importancia relativa destes dois mercados.
Estas evidéncias sao confirmadas pela analise preditiva realizada, que confirmam a validade das
especifica¢oes propostas. Outro ponto interessante é confirmar que a maior liquidez do mercado
de Eurodolares impede a existéncia de oportunidades sistematicas de arbitragem, o que nao ocorre
para algumas maturidades no mercado de Cupom Cambial.
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