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Utilidade Esperada Subjetiva com Descricao

Imperfeita das Conseqiiencias”

Antonio Cesar Baggio Zanetti

28 de setembro de 2009

Resumo

Este artigo reformula o modelo de teoria de decisao de Savage [15] re-
laxando a hipdtese implicita de que uma conseqiiéncia é uma descrigao perfeita
de uma determinada situacao. Axiomas comportamentais sobre preferéncias
definidas no espaco de atos sao introduzidos e uma representagao na forma
de Utilidade Esperada ¢é derivada. Em particular, como em Savage, ha uma
unica probabilidade subjetiva sobre os estados da natureza. O ganho de flex-
ibilidade da reformulagao apresenta uma solucao para o paradoxo de Ellsberg
que nao faz uso de multiplas probabilidades subjetivas, e uma reinterpretagao
da aversao ao risco no modelo de Utilidade Esperada convencional.

1 Introducao

Em modelos que seguem o modelo de decisao de Savage [15], um ato é definido como
uma fungao que associa estados da natureza a conseqiiéncias. Uma conseqiiéncia,
por sua vez, ¢ assumida como sendo uma descricao completa de como o individuo
percebe uma determinada situacao, e em particular é independente do ato. Tudo
que é importante para o individuo tem que ser explicito na conseqiiéncia, até mesmo
o efeito que a acao em si pode causar.

O objetivo deste artigo é propor um novo modelo que relaxa em partes esta

hipétese mas mantém a simplicidade que um modelo de utilidade esperada possui.

*artigo em progresso



No modelo de Savage, ou modelos que seguem essa mesma linha, ao ser especifi-
cada uma situacao de escolha com incerteza (estados da natureza S, conseqiiéncias
X eatos FF = {f|f : S — X}), um ato deve ser expresso apenas por suas con-
seqiiéncias, ou seja, um ato é definido apenas como um elemento de X*°. Isto implica
que toda a informagao que precisamos saber sobre um ato é seu grafico (em S x X).
Porém, o que acontece na pratica é que tanto acao, quanto as devidas conseqiiéncias
de cada estado (ato como em Savage) sao especificadas. Assume-se, entao, que o
ato e a acdo sao idénticos!. Para melhor exposicao do problema, vejamos alguns

exemplos:

Exemplo 1.1 Para demonstrar uma md especificacao do modelo de Savage, Kreps
[7] utiliza uma versio do sequinte exemplo: Suponha que existam dois estados s;
€ So, definidos como s1=“vende” e so="“nao vender”, duas acoes, f e g, em que
f="fazer propaganda” e g=“ndo fazer propaganda”. Supondo que o custo de f seja
$1, o custo de g $0 e o preco do produto a ser vendido igual a $10, podemos dizer que
as conseqiiéncias para cada estado (o ato) sao: f(s1) =9, f(s2) = —1 e g(s1) = 10,

g(s2) = 0.

Neste exemplo g domina f em todos os estados, entao é esperado que g seja
preferido a f, porém é razoavel que f seja preferido a g porque o ato f deve alterar
a probabilidade de um estado ocorrer. Ao se “fazer propaganda” é em geral esperado
que a probabilidade de “vender” aumente. Esta afirmacao é completamente correta
sob a hipotese que a conseqiiéncia descrita captura toda acao.

O ato f, como estd definido no exemplo, é a representacao da agao “fazer pro-
paganda” no modelo. A hipdtese de que a conseqiiéncia tem que ser uma descrigao
perfeita da resolucao final da acao, em cada estado de natureza, implica que o valor
monetario do ganho ou da perda da propaganda é o unico resultado que o agente
leva em consideracao para ordenar suas preferéncias. A maneira como o Exemplo

1.1 foi modelado exclui a possibilidade do agente preferir a acdo “fazer propaganda”

'Em geral também nao sao explicitos estados de natureza, em seu lugar sdo especificados eventos.



a “nao fazer propaganda”, no sentido que, um valor fixo recebido ao “fazer propa-
ganda” é, obrigatoriamente, indiferente a este mesmo valor no caso de “nao fazer
propaganda”.

Ao criarmos simplificacoes deste tipo é possivel que, enquanto o modelador acre-
dita no poder descritivo de um ato para representar uma agao, o individuo pode
estar avaliando uma outra situacao. Neste caso, existirao diferencas importantes na
avaliacao das preferéncias que podem levar a conclusoes erradas. No Exemplo 1.1,
ao relaxarmos a hipotese de que a conseqiiéncia é perfeita, nao podemos sequer afir-
mar que o agente acredita que a probabilidade do estado “vender” é afetada por sua
propaganda (mesmo que parega 6bvio). O ato deixa de ser uma descri¢ao perfeita
da acao e quando observamos a escolha revelada nao é possivel determinar o que o

agente esta considerando em sua decisao de escolha.

Exemplo 1.2 Um individuo vai a uma corrida de 7 cavalos e pretende apostar
o valor de $1. Podemos modelar que cada resultado da corrida € um estado de
natureza e que as agoes sao as apostas em cada cavalo. Duas apostas, [ e g, podem
ser definidas como: f=“apostar $1 no cavalo” e g= “apostar $1 no cavalo 7”. Se ao
final da corrida o cavalo vencedor for idéntico ao cavalo apostado, o individuo ganha
$100, caso contrdrio, ganha $0. A conseqiiéncia descrita é o valor que o individuo

recebe (100 ou 0) menos o valor apostado ($1).

Considerando o Exemplo 1.2 acima, suponha que o individuo revele preferir
estritamente “apostar $1 no cavalo 77 a “apostar $1 no cavalo 4”. Esta preferéncia
estrita parece ser uma indicagao clara que o individuo percebe as chances do cavalo
7 vencer como maiores que as do cavalo 4. Entretanto, é possivel que quando
perguntado sobre a probabilidade de cada cavalo vencer, este mesmo individuo revele
nao acreditar que tais probabilidades sejam, de fato, diferentes. Esse pode ser o caso
de uma pessoa que nao entende absolutamente nada sobre cavalos (e teoricamente

assume que a probabilidade de qualquer cavalo vencer é igual) e possui alguma



simpatia pelo nimero? 7. No modelo de Savage, estas revelacoes de preferéncias
geram uma contradicao.

Por agora, este exemplo motiva nossa hipétese: Podem existir fatores impor-
tantes da resolucao de uma acao que nao estao descritos na conseqiiéncia, e esta
nao captura toda situacao. Desta forma existe uma importante diferenca nas con-
seqiiencias descritas pelo modelador e as conseqiiéncias que seriam descritas pelo

3. Esta diferenca, como ja citamos, pode gerar inter-

agente no modelo normativo
pretacoes erroneas do modelador sobre o que se refere as preferéncias reveladas, e
assim, sobre as conseqiiéncias ou probabilidades.

O que podemos afirmar, partindo destes exemplos, é que a sensibilidade da teoria
a maneira como o modelo de fato empregado é apresentado é muito grande e pode
exigir muito do modelador. Adicionalmente, os exemplos descritos acima motivam
uma reformulacao do modelo do Savage, com o objetivo de capturar situagoes como

as acima descritas, mas ainda assim manter a simplicidade de uma representacao

em forma de Utilidade Esperada.

2 Resultado Principal

A descricao de uma conseqiiéncia pode ser inadequada por se tratar de uma falha de
interpretagao do modelador (ou da pessoa que realiza experimentos) ou por nao ser
possivel descreveé-la, mesmo para o préprio individuo. Apesar de existirem diversas
maneiras deste problema ocorrer, estamos interessados em descrigoes que falham
apenas parcialmente em capturar toda a situagao final (resultado final da agao ap6s
o estado se realizar). Em particular, a critério de interpretacao, considere que uma

situacao final pode ser representada por um vetor com n coordenadas, cada qual

2De fato, em estatistica, o niimero 7 e chamado de ntimero cabalistico, justamente porque
individuos, por alguma razao, tendem a mencionar o nimero 7 com mais freqiiéncia que outros
nimeros

3Aqui, modelo normativo se refere a situacdo em que o agente acredita que os axiomas sdo
razoaveis e utiliza o modelo para tomar suas decisoes e assim modela as conseqiiéncias para si
mesmo.



representando uma caracteristica importante da conseqiiéncia. Estamos interessados
em descricoes que explicitam de maneira correta apenas algumas coordenadas®. Este
tipo de descricao, que serd definida através dos axiomas permitira desenvolver um
novo modelo de Utilidade Esperada.

Vamos assumir que uma conseqiiéncia pode ser interpretada como o par ordenado
{w, 0} em que w € W é uma conseqiiéncia mal descrita, § € © é um fator de

°. Chamaremos de x a conseqiiéncia como

correcao da descricao da conseqiiéncia
um todo, caso seja possivel descrever esta conseqiiéncia de maneira perfeita, x e
w seriam equivalentes (# nao possuiria nenhum efeito em termos de preferéncias) e
este modelo seria idéntico ao modelo de Savage. Assumimos entdao que z = {w, 6}°.
Este fator de correcao das preferéncias pode ser definido de outras formas, como por
exemplo, uma funcao ou correspondéncia entre relacoes de preferéncias, porém por
simplificacao adotaremos o par ordenado.

Para melhor entender o significado de 6 considere que uma pessoa estd indo para
o trabalho e tem que decidir se leva ou nao um guarda-chuva, podemos considerar
duas agoes: f =“levar guarda-chuva” e g =“nao levar guarda-chuva”. X, o espaco

das conseqiiéncias perfeitamente descritas pode ser interpretado como um vetor de

duas caracteristicas da seguinte forma:

x1 =(seco, carregando guarda-chuva)

xo =(seco, nao carregando guarda-chuva)

X —
r3 =(molhado, carregando guarda-chuva)
| z4=(molhado, nao carregando guarda-chuva)
Neste exemplo , teremos f(chuva) = z; e f(sem chuva) = x; enquanto que

g(chuva) = x4 e g(sem chuva) = x5. Uma ma descri¢do da conseqiiéncia seria

40 conjunto de conseqiiéncias, no entanto, continuars recebendo tratamento abstrato.

50 possuird uma interpretacdo bem definida no teorema principal e poderemos chama-lo de
conseqiiéncia oculta. Por enquanto nao existe nenhum tipo de restricao para que uma unica
interpretacao possa ser adotada.

6A rigor poderfamos assumir a seguinte equivaléncia: z ~ {w,f}, porém por simplificacio
assumiremos a igualdade.



omitir o onus de carregar o guarda-chuva e considerar apenas “seco” ou “molhado”
como conseqiiéncias. A conseqiiéncia nao descrita seria, neste caso, exatamente car-
regar ou nao o guarda-chuva. Apesar deste ser um exemplo claro sobre estes tipos
de conseqiiéncias, nem sempre a consequiéncia descrita é uma parte explicita da con-
seqiiéncia total. Por exemplo, se o bem “guarda-chuva” é uma conseqiiéncia descrita,
como ocorre em modelos de cestas de bens do tipo Arrow-Debreu, a preferéncia por
guarda-chuva claramente é dependente do estado de natureza, a conseqiiéncia nao
descrita para este tipo de problema seria um fator de corregao das preferéncias
que elimina as caracteristicas do guarda-chuva que o fazem depender do estado de
natureza. Seria equivalente a assumir que guarda-chuva nao depende do estado de
natureza e na verdade a responsavel por esta diferenca é a conseqiiéncia nao descrita
que estd variando entre estes estados (observamos apenas w mas nao x). Dada esta
nova definicao de conseqiiéncias, podemos diferenciar e redefinir o que chamaremos
de ato e agoes. Esta diferenca é fundamental para o melhor entendimento do modelo,
antes considere as seguintes definigoes:

s € S é o estado de natureza. A, B C S sao eventos. Um evento é um conjunto
de estados de natureza s. X é o conjunto de conseqiiéncias, seus elementos serao
denotados por x, y. W é o conjunto da parte da conseqiiéncia descrita w e © o
conjunto de corre¢ao das preferéncias (que serda melhor definido como conseqiiéncia
oculta) 6, ndo é preciso especificar uma édlgebra de conjuntos porque vamos derivar

uma probabilidade finito aditiva no conjunto das partes de S.

Definigao 2.1 O conjunto das possiveis agdes (ndao atos), F é definido como:

F={f|f:S—Wx0}

As acoes sao alocacoes de um par pertencente a W x © para cada estado de na-
tureza. Uma acao considera qualquer efeito adicional que foi deixado de lado na

descricao, tanto por uma falha do modelador quanto por qualquer outra impossi-



bilidade. Esta funcao é a aproximacao perfeita de uma acao relativamente a suas

eventuais conseqiiéncias.

Definicao 2.2 O conjunto dos possiveis atos, F,, € definido como:

Fy={fulS—W}

O ato, como a agao, também é um conjunto de conseqiiéncias associadas a esta-
dos de natureza. Uma forma de interpretar o ato é considerar que se trata apenas
de alocagoes de conseqiiéncias antes destas serem associadas a uma acao, ou seja, se
trata de um elemento puramente matematico. Desta forma, um ato é uma aprox-
imacao nao necessariamente perfeita da acao, este pode ou nao ser bem descrito e
ser o unico elemento significativo em termos de preferéncias para o agente.

A diferenca entre ato e agao pode ser facilmente percebida com um exemplo:
Considere a acao “apostar no numero 1”. Um ato que pode descrever esta acao
seria f,, =100 caso 1 seja sorteado e f,, =0 caso contrario. O nimero 1 no entanto,
pode representar mais que simplesmente o valor do prémio recebido, pode ser um
nimero de sorte do agente, e neste caso existiria uma conseqiiéncia oculta adicional
ao valor do prémio, esta conseqiiéncia poderia ter a forma: “apostar no nimero de
sorte” e a agdo poderia ser apresentada como: f =(100, “apostar no ntimero de
sorte”) caso o numero 1 seja sorteado e f =(0, “apostar no ntimero de sorte”) caso
contrario.

O ato nada mais é que uma alocacao de prémios descritos para cada estado de

natureza e a principio pode ser utilizado para representar diversas acoes.



Dadas as defini¢oes de atos e agoes podemos ainda definir “atos ocultos” como:

Definicao 2.3 O conjunto dos possiveis atos ocultos, Fy € definido como:

Fy={fy| 5 — 6}

A definicao de ato oculto é andloga a definicao do ato, ou seja, uma distribuicao
de conseqiiéncias para cada estado de natureza, estas porém agora ocultas. No
exemplo anterior teremos fy = “apostar no ntimero de sorte” para todos estados de
natureza.

Da mesma forma que definimos as conseqiiéncias & podemos definir uma acao

através dos atos e dos atos ocultos como:

f = {fwafe}

E igualdade de conseqiiéncias como:

Definigao 2.4 Seja v = {07, wo} ey = {0, w1}. Dizemos que x € igual a y

(notagdo x =y) quando 0y =0, e wy = w,

A Definicao 2.4 diz que duas conseqiiéncias sao iguais se tanto a parte oculta da

conseqliéncia quanto a parte descrita coincidem.

Definicao 2.5 Seja A um evento. Dizemos que dois atos f e g sdo iguats em A

(f =g em A) quando f(s) = g(s) Vse A.

A Definicao 2.5 afirma também que dois atos sao iguais se e somente se possuem a
mesma conseqiiencia em cada estado de natureza de todo S. Esta defini¢ao depende
de duas hipdteses implicitas. A primeira é que é possivel separar bem cada estado
s pertencente a A e ao mesmo tempo ser capaz de avaliar cada conseqiiéncia uma a
uma distribuidas entre os estados. E a segunda, exigimos independéncia entre acao e

estado, pois a conseqiiéncia do ato f em s; (f(s1)) é comparada com a conseqiiéncia

8



de outro ato g também em s; (g(s1)) assim, mesmo quando levamos em consideracao
o0 ato, o individuo continua diferenciando s; de sy (o ato nao atrapalha a percepgao
de estado). A primeira hipdtese se torna forte quando cada estado de natureza
precisa ser uma descricao muito detalhada da realidade”.

Definimos também: < é uma relagao binaria em F. ~ e =< sao definidos como

[N

f~g< (ndof <g,naog<f)ef=g< f<gougn~ f. Una particio de S

[eN

um conjunto de eventos, cada qual nao vazio, mutualmente exclusivos cuja uniao

igual a S.

Definicao 2.6 Seja A um evento. Dizemos que A € um evento nulo quando f ~ g

sempre que f = g em A°, em que A° € o complemento de A.

Na Defini¢ao 2.6, um evento serd nulo quando ele nao é levado em conta nas
preferéncias do individuo. Sempre que dois atos forem iguais no complemento de
A estes atos serao indiferentes entre si, mesmo que a conseqiiéncia em A de f seja
muito boa (ruim) quando comparada com a conseqiiéncia de g neste mesmo evento.
Podemos afirmar que este evento é considerado como impossivel na percepgao do
agente.

Fica subentendido por esta definicao que a igualdade da conseqiiéncia de dois
atos em S (f = g em S) implica que estes atos sdo indiferentes® (f ~ g).

Uma outra hipotese implicita nesta definicao é que o individuo nao confunde,
nas suas preferéncias, estados devido aos atos. Hipotese equivalente a feita para que
a acao nao atrapalhe a percepcao de estado quando ¢ avaliada igualdade entre atos,
agora porém ao invés de igualdade matemadtica, as preferéncias é que estao sendo

avaliadas.

"No modelo de Savage, toda incerteza precisa estar descrita pelo estado de natureza. Esta
hipotese serd discutida com mais detalhes em algumas ocasioes, em particular quando apresentar-
mos o axioma 6.

80s axiomas 2, 4 e 7, citados adiante no texto, serdo conjuntamente responsiveis por esta
afirmacao.



Definicao 2.7 x <y < f <g quando f =x eg=y em S.

A Definigao 2.7 é relagao de preferéncia sobre X. Esta definigdo é necessaria
porque conhecemos somente a relagao sobre F' e nao sobre X. E importante ficar
claro que nao existe ainda restrigoes sobre as preferéncias entre x e y em cada estado.
Pode ser que x < y em s; e y < x em Sy e ainda assim, z < y dado S. O Axioma

3, adiante no texto, excluira esta possibilidade.

Definicao 2.8 Definimos a relagao entre consequéncia e a¢ao como: x < f < g <
f quando g = x em S e definicoes similares sequem para x ~ vy, f ~y, x <X g e

assim por diante.

A partir de agora passaremos a introduzir, junto com as demais defini¢oes, os

axiomas do modelo de Savage (Axiomas 1-7) para este novo ambiente.
Axioma 1 < em F € completa e transitiva

O Axioma 1 é a tradicional suposicao de racionalidade.
Axioma 2 (f=feg=g emA, f=gef =g emA)=(g<fg <[f)

O Axioma 2 é conhecido como Sure thing principle e é um dos axiomas centrais
do modelo. Ele nos diz que quando fazemos duas comparacoes entre dois atos,
levamos em consideragao, em nossas preferéncias, a parte do ato relacionada ao
evento em que as conseqiiéncias se diferenciam (Note que f’ e f se diferenciam
respectivamente de ¢’ e g somente em A). Uma das fun¢oes mais importantes deste
axioma é determinar uma parcela de independéncia entre ato e a probabilidade de

um estado ocorrer.

10



No diagrama abaixo podemos verificar esta afirmacao observando que se g < f
entdo ¢’ nao pode alterar a probabilidade de A ocorrer de tal forma que f' < ¢'.
Uma vez que os eventos estao fixados, o que determina a preferéncia entre estes atos

¢ unicamente a conseqiiéncia.

g=fegd=<f
f=9 f=g

Esta hipotese implica que mesmo que a conseqiiéncia de dois atos seja muito boa

(ruim) em um determinado evento (em A°), ainda assim o individuo leva em consi-
deragao o que acontece nos outros eventos (em A): A importancia da ocorréncia

de um evento nao muda devido ao ato e suas conseqiiéncias.

Definigao 2.9 Definimos preferéncia condicional como: f < g dado A < f' < ¢

sempre que f'=feg =gem Ae f =g em A°

Para as demais relagoes derivamos de maneira similar. Como é facilmente observavel,

preferéncia condicional é bem definida devido ao o Axioma 2 acima.

Definicao 2.10 Definimos a relagio de verossimilhanca de eventos, <*, no con-
gunto das partes de S como:

A<*"B& f<yg
sempre que (x <y, f=yem A, f=x em A°, g=y em B, g=x em B°)

Novamente, assim como foi definida a relacao de preferéncia para o conjunto X,
definimos uma relacao binaria sobre S a partir das preferéncias sobre F'. Sua inter-

pretacao é bastante simples: A <* B significa que B “tem mais chances de acontecer

11



que” A. Esta definicao de relagao de verossimilhanca depende da suposicao de que
a escolha entre f e g (como definidos em 2.10) nada mais é que a percepgao de
probabilidade, uma vez que a tnica diferenca entre eles é a distribuicao de suas con-
seqiiéncias (iguais) em eventos diferentes. Os axiomas de Savage tentam garantir que
isto ¢ fundamentalmente o que resta quando observamos a ordenagao de preferéncias
entre f e g (como definidos em 2.10), além de impor restrigoes adicionais para que

a funcao que represente esta ordenacao possa ser chamada de “probabilidade”.

Axioma 3 (A nao nulo, f=x eg=y em A)=(f <g dado A = z < y)

O Axioma 3 diz que as preferéncias sobre as conseqiiéncias nao dependem do
estado de natureza. Como acabamos de citar, um dos objetivos do teorema de Savage
¢ definir uma funcao de probabilidade a partir de uma relagao de verossimilhanca
sobre o conjunto das partes de S. Este axioma é fundamental para que esta relagao
de verossimilhanca seja bem definida. Caso a preferéncia sobre duas conseqiiéncias
dependa do estado de natureza, nao podemos afirmar se um ato é preferido a outro
(atos como definidos em 2.10) devido a percepgao de verossimilhanca ou se é devido

a dependéncia da preferéncia aos estados de natureza. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1 Uma pessoa estd escolhendo uma sobremesa, ela possui duas opgoes:
torta de chocolate ou de limao. Vamos supor que cada doce pode estar bem feito (bf)
ou mal feito (mf), assim podemos definir 4 estados de natureza como: s;=(bf,bf),
so=(bf,mf), ss=(mf,bf) e sy=(mf,mf), em que a primeira entrada do vetor é o es-
tado de natureza da torta de chocolate e a sequnda o estado da torta de limao.
Uma agao € a escolha do doce: f=“comer torta de chocolate” e g= “comer torta de
limao”. Vamos assumir que as conseqiiéncias sao: x, =(comer torta de chocolate)

e xo9 =(comer torta de limdo), desta forma, f =1x1 em S e g =19 em S.

12



Considere que uma pessoa qualquer prefira torta de chocolate estritamente a torta
de limao sempre que a torta de chocolate estiver bem feita porém sempre prefere
estritamente torta de limdao (bem ou mal feita) quando a torta de chocolate nao estd

bem feita, ou seja:

g(si) < f(s;) parai={1,2,3,4} ej={1,2}

f(s;) <g(s;)) parai={1,2,3,4} e j={3,4}

Claramente este é um tipico exemplo de preferéncias que dependem do estado
de natureza pois a conseqiiéncia é constante (é idéntica no mesmo ato) porém as
preferéncias sao alteradas quando os estados variam. Para descobrirmos a percepgao
de probabilidade do agente, segundo a Definicao 2.10, poderiamos perguntar qual a
preferéncia revelada entre os atos: f' = x1 e ¢’ = x5 no evento “torta de chocolate
bem feita” e f' = x5 e ¢ = x1 no evento “torta de chocolate mal feita”. Neste
caso ¢’ < f', mas nao podemos afirmar que a probabilidade da torta de chocolate
estar bem feita é maior na percepcao do agente, uma vez que f’ domina ¢’ pois as

preferéncias variaram entre estados de natureza.

Axioma 4 [(x <y, f=yem A, f=xzem A°, g=y em B, g =1z em B°) e
(@ <y, =y emA ff=02em A°, ¢ =y em B, ¢ =2 em B )=(f <g <
fr=4d)

O Axioma 4 é responsavel pela racionalidade da relacao de verossimilhanga entre

0s eventos.
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Como no Axioma 2 um diagrama facilita a interpretacao:

f=gef <4

Em particular, podemos perceber que caso este axioma nao seja satisfeito, f < g,
pela Defini¢ao 2.10 implica B <* A (ou A® <* B) enquanto que se ¢’ < f’ teremos
A <* B, e a relagao de verossimilhanga nao seria racional. Por outro lado, caso
a relacao de verossimilhanca seja assumida racional, a nao satisfagao deste axioma
levaria a conclusao que o ato altera a percepcao de probabilidade. Podemos afirmar
entao, que o Axioma 4 conta também, como o Axioma 3, com a afirmacao que o ato

nao altera a percepc¢ao de probabilidade.
Axioma 5 x <y para algum x,y € Z
O Axioma 5 garante que S é um evento nao nulo, retirando o trivial.

Axioma 6 (f < g,x € Z)= existe uma particio finita de S tal que, se A é um
evento qualquer da parti¢ao, entao (f' =z em A, f'=fem A°)= f' <g,e(¢d ==

em A, g=g em A°)= f < ¢

O Axioma 6 é um axioma técnico. Sua fungdo também é permitir que seja
bem definida uma medida de probabilidade sobre o conjunto das partes de S. A
interpretacao seria que é possivel particionar S de tal forma que cada particao tera

probabilidade igual a zero na percepcao do agente, ou seja, serd um evento nulo.
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Este axioma, implicitamente, impoe duas restricoes: primeiro, o estado de natureza
tem que ser uma descricao “fina” da realidade, como um estado é um conjunto
de caracteristicas que resolvem incertezas, entao cada caracteristica tem que ser
detalhada o suficiente para que a diferenca entre estados seja minima e nao tenha
impacto algum sobre as preferéncias em F', e segundo, em seu papel arquimediano,
exige que uma conseqiiéncia nao possa ser muito boa ou muito ruim a ponto de que
todas particoes possiveis possuirem sempre elementos nao nulos.

Uma indagacao comum aqui seria sobre porqué sao utilizados exemplos do tipo
“cara e coroa” no modelo de Savage, quando este estado nao admite particoes. Uma
forma de criar partigoes para este tipo de exemplo seria supor que uma seqiiéncia
de inimeros lancamentos de moeda serao realizados, cada resultado desta seqiiéncia
de lancamentos pode ser interpretado como uma particao e “cara” seria o evento:

“todas as seqiiéncias de cara e coroa em que o primeiro lancamento € igual a cara”.

Axioma 7 (f < g(s) dado A, para todo s € A)= f < g em A.(g9(s) < f dado A,

para todo s € A)= g < f em A.

O Axioma 7 é conhecido como Monotonicidade Uniforme, afirma que se cada con-
seqiiéncia de uma agao g (de cada estado simples), de maneira independente, seja
preferivel a outro ato f em um evento A (comparamos cada ponto de g em A com
todo f em A), entdao g tem que ser ao menos tao bom quanto f. Isto expande o
conceito do sure thing principle do Axioma 3 para estes demais atos definidos no
axioma. Novamente as conseqiiéncias determinam as preferéncias dado um evento,
reforcando as afirmacgoes: “Uma acao nao afeta probabilidades de um evento” e “O
que nao é referente a preferéncias em X ¢é referente a relacao de verossimilhanga em
S”. Este axioma sera o principal responsavel pela limitacao da utilidade sobre F', e

assim, pela expansao da representagao para todo o dominio de F.
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2.1 Utilidade Esperada Subjetiva

Nesta segao explicitamos o Teorema de Savage, que sera utilizado para a construgao
do resultado principal. Discutimos brevemente seus principais resultados.

Para a exposicao deste teorema considere que 6 nao possui efeito nenhum so-
bre as conseqiiéncias, ou seja, podemos considerar que todas as conseqiiéncias sao
perfeitamente descritas ou que apenas restam as conseqiiéncias em que a parte nao

descrita é nulo.

Teorema 2.1 (Utilidade Esperada Subjetiva) Suponha que os Aziomas 1, 2,
3, 4, 5, 6 e 7 sejam satisfeitos para qualquer f, g, f', ¢ € F, A, BCS, e, x,y, 2,
y' € X. Entao existe uma unica medida de probabilidade P*, definida no conjunto

das partes de S, e uma func¢ao limitada v : X — R tal que:

f =g < Elu(f(s), P"] < Elu(g(s)), P]

para todo f, g € F

e u unico a transformacoes positivas afim.

O teorema, implica que os axiomas 1 a 7 sao suficientes para que o agente
possua uma unica probabilidade subjetiva e utilize uma utilidade esperada para
tomar decisoes.

Através da definigao de probabilidade subjetiva do modelo de Savage, o modelo
indica uma maneira simples de encontrar a relagao de verossimilhanca entre dois
eventos A e B, permitindo assim fazer afirmacoes sobre a probabilidade associada a

estes eventos.
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De acordo com a Definicao 2.10, basta escolhermos dois atos, f e g, definidos
com as mesmas conseqiiéncias, estas porém alocadas em eventos diferentes em cada
ato:

Sejay < xeosatos f(A) =xe f(A°) =yeg(B) =z e g(B°) =y, representados

abaixo:

flAY) =y 9(B) =y

As escolhas entre f e g podem ser interpretadas como “uma aposta em A” ou uma
“aposta em B”, se entao o individuo revelar g < f, podemos afirmar que B <* A e
desta forma observamos P*(B) < P*(A).

O modelo de Savage fundamenta o modelo de utilidade esperada de von Neumann
e Morgenstern [16], pois o mesmo critério para tomar decisoes é utilizado (Utilidade
Esperada), porém agora nao se exige que o agente ordene preferéncias sobre loterias
nem que a probabilidade seja objetiva e exégena.

A prova do teorema de Savage nao serd apresentada aqui®.

2.2 Utilidade Esperada Subjetiva com Descricao Imperfeita

das Conseqiiéncias

Considerando a conseqiiéncia nao descrita como nao nula, apresentaremos agora 3
axiomas adicionais para este novo ambiente. Estes axiomas determinarao relagoes
comportamentais e técnicas entre os dois tipos de conseqiiéncias (w e #). No re-
sultado principal, o Teorema 2.2, exigiremos que os axiomas 1 a 7 de Savage sejam

satisfeitos para todas as acoes e uma representacao em forma de Utilidade Esperada

9Esta prova pode ser encontrada em Savage [15] ou uma versdo mais compacta em Fishburn

[5].

17



¢ garantida para este conjunto F'° | porém nao conseguimos observar as interacoes
entre w e e mesmo quando x satisfaz tais axiomas esta interacao pode gerar viés
na relacao de verossimilhanga e/ou levar a falsa conclusao que os axiomas nao estao
sendo satisfeitos. Os axiomas adicionais vao garantir que os atos definidos em W
satisfacam os axiomas de Savage de maneira direta, permitindo isolar o efeito de 6 do
problema. Esta abordagem gera uma probabilidade que possui uma interpretacao

mais bem definida.

Axioma 8

(i) {90, 9w} = {fo, 90} © {96, fu} = {fo, fu} para qualquer fy, g, € W

(i) {fo, 9w} = {fo, fu} <= {90, 9w} = {90, fu} para qualquer fo, go € ©

O Axioma 8 impoe independéncia entre a parte descrita e nao descrita da con-
seqiiéncia. Devido a ele podemos avaliar de maneira independente relacoes de pre-
feréncias racionais (bem definidas) nos conjuntos F,, e Fg. Este axioma implica
que precisamos descrever f,, de tal forma que nao exista ato oculto que altere a
ordem de preferéncia. Como observamos w, podemos verificar se existe uma relagao
de preferéncias sobre F,,. Quando associamos f, a uma ac¢ao podemos verificar o
que muda nas preferéncias quando este processo ocorre e identificar se existe con-

sequiéncia oculta. O exemplo abaixo esclarece este ponto:

Exemplo 2.2 Suponha agora que a acao f seja “apostar na loteria federal” e g
seja “apostar no jogo do bicho” ambos sequem o sorteio da loteria federal, f paga
1000 caso A ocorra e 0 caso contrdrio e g também paga 1000 caso A ocorra e 0 caso

contradrio.

Uma vez que os axiomas que vamos introduzir restringem o dominio, os Axiomas 1 a 7 de
Savage nao serao suficientes para garantir para garantir esta representagao.
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Neste exemplo podemos escrever os atos como:

fuw(A) = 1000 guw(A) = 1000
fulA%) =0 gu(A4) =0

O Axioma 8 implica primeiro que f, e g, sao indiferentes pois dado que a
aposta é na loteria federal dois jogos (atos) iguais sao indiferentes e o mesmo é
valido dado que apostamos no jogo do bicho, mesmo que a acao f seja preferida a
acao g (g < f). O Axioma 8 também implica que, dado que a aposta foi na loteria
federal, se o individuo considera que receber o valor de 1000 é melhor que receber
o valor de zero, entao, caso aposte em uma loteria ilegal, receber 1000 continuara
sendo melhor que receber zero.

Devido a este axioma de independéncia podemos definir relagoes de preferéncias

sobre Fy e Fg como:

Definicao 2.11
(i) Definimos <g como: fg <o fo < (fo, fu) < (90, fu) para algum f, € F,.
(i1) Definimos <y, como: fu, <t 9w < (fo, fu) < (fo, gw) para algum fp € Fo.

Segundo esta definicao podemos avaliar de maneira independente o que foi des-
crito e o que nao foi descrito. No Exemplo 2.2 da loteria acima, podemos avaliar se
1000 é melhor do que 0 sem precisar conhecer o tipo de loteria, podemos também
avaliar que apostar em um jogo legalizado é melhor que apostar em um jogo ilegal'!
independente do valor do prémio (e de fato podemos!).

Este axioma nao permite com que seja definida ainda uma relacao de verossimi-
lhanca porque 6 pode estar variando entre estados de natureza. Mesmo separando
que 1000 é melhor que 0 no exemplo acima nao podemos avaliar se perder em uma

loteria ilegal gera a mesma conseqiiéncia oculta que ganhar em uma loteria ilegal.

' No Brasil o jogo do bicho é ilegal.
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Considere por exemplo que o jogo somente ocorre na loteria ilegal e que queremos
saber qual a percepcao do agente quanto a probabilidade de A e a probabilidade de
seu complemento ocorrer (A¢). Considere que g, é como definido no Exemplo 2.2

acima e defina ¢/, como: g/ (A) =0 e g/,(A°) = 1000, como abaixo:

gu(A) = 1000 g (A) =0
guw(A°) =0 9uw(A) = 1000

Agora estamos supondo que as conseqiiéncias ocultas sao as mesmas pois os atos

. . . - - » ,
estao associados ao mesmo tipo de acao, “jogar na loteria ilegal”. Caso g, < ¢.,.
podemos ter uma tendéncia a afirmar que A <* A°. Porém se a conseqiiéncia oculta
variou entre estados de natureza, isto pode na verdade implicar que a pessoa se sente
melhor com a conseqiiéncia ocorrendo em A do que com conseqiiéncia ocorrendo em
A€ ou seja, receber 0 em A pode ser bem melhor que receber 0 em A€ e receber
1000 em A também pode ser bem melhor que receber 1000 em A€, ao ponto que, por
exemplo receber 0 em A pode ser indiferente a receber 1000 em A¢. Uma escolha

, . . .

pelo ato g;, pode na verdade estar refletindo aversao ao risco, uma vez que a pessoa
acha que se trata da mesma coisa caso qualquer um dos estados ocorra. Claro que
para este exemplo, a nao ser que a pessoa goste muito de um bicho, talvez nao seja
muito razoavel que a indiferenca ocorra, mas qualquer diferenca nas preferéncias vao
refletir o que deveria ser aversao ao risco na relacao de verossimilhanca. O Axioma

9 elimina esta possibilidade.
Axioma 9 fy(s) = fo(s') para qualquer s, s’ € S.

O Axioma 9 nos diz que 0 nao varia, dada uma acao, entre estados de natureza.
Desta forma o ato oculto nada mais é que um ato degenerado, ou seja, representa
sempre apenas uma conseqiiéncia oculta. Uma vez que # nao é observavel, esta

hipdtese passa a ser necessaria para que a probabilidade subjetiva possa ser derivada,
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caso contrario, nao seria possivel afirmar que um estado é mais provavel que outro
sem conhecer 6, que por definicao é oculto.

Como ¢ nao varia entre estados de natureza escreveremos 0y ao invés de fy para
se referir a conseqiiéncia nao descrita da acao f.

Este axioma implica entao, mesmo de maneira normativa, que a conseqiiéncia
oculta ocorre simplesmente devido a escolha da agao. No Exemplo 1.2 apostar no
cavalo de nimero 7 é melhor que apostar em outro nimero mesmo que nenhum
dos dois cavalos seja o vencedor, se a pessoa perder apostando no 7 ela se sentira
melhor que caso ela tenha perdido com a escolha de outro cavalo (outra agao). No
Exemplo 1.1, caso exista uma conseqiiéncia oculta em favor de “fazer propaganda”,
a pessoa tem que se sentir melhor com esta acao mesmo que a venda nao seja
realizada, quando compara com nao fazer propaganda e nao vender (faz publicidade
por lazer). No Exemplo 2.2 a tinica conseqiiéncia oculta é o fato de estar apostando
em um jogo legal ou em um jogo ilegal.

Os Axiomas 8 e 9 conjuntamente implicam em um tipo de independéncia de
segundo grau. Podemos definir distribui¢oes de probabilidades subjetivas, como em
Savage, sobre W a partir da imagem inversa de f,,, como Py, (W;) = P*{s|f,(s) €
Wi} para cada W; C W. Posteriormente podemos definir também uma relagao de
preferéncias sobre estas distribuicoes que satisfazem os axiomas de von Neumann
Morgenstern [16]. Logo, estas preferéncias sobre loterias também serdao indepen-
dentes de 6. A critério de exemplo, suponha duas loterias que pagam 1000 em caso
de sucesso e zero em caso de fracasso. A primeira loteria porém possui probabilidade
associada a sucesso de 50%, enquanto que na segunda a probabilidade associada a
sucesso seja apenas 1%. Suponha que ocorreu sucesso em ambas loterias. Seria
muito razoavel que 1000 recebidos na loteria com 1% de chance seja mais comemo-
rado que 1000 em 50% de chance, independente da acao que originou estas loterias
(suponha que a agao seja nula). Uma explicagao para esta diferenga seria que obter

sucesso em uma loteria com baixa probabilidade é associado a “mais sorte”, e 1000
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“com sorte” é melhor que 1000 “sem tanta sorte”. O Axioma 8 e 9 eliminam esta
possibilidade.
Devido as Definigoes 2.1, 2.2 e o Axioma 9, o conjunto F' pode ser representado

como o produto cartesiano dos conjuntos F,, e © e podemos escrever:

F=F,x0

Agora com o Axioma 8 em adi¢ao com o Axioma 9 podemos derivar a relacao de
verossimilhancga apenas verificando se a conseqiiéncia oculta de dois atos coincidem.
Para isto primeiramente verificamos se as acoes sao indiferentes quando o ato é o
mesmo, e depois, verificamos se as conseqiiéncias sao equivalentes em estados de
natureza (ou eventos) diferentes. Somente fazendo esta verificacdo podemos utilizar

a Definigao 2.10 de maneira correta e encontrar a verossimilhanga dos eventos.

Axioma 10
(i) ParaVNfy,, gw € Fy, ¢ 0 € O, existe 0 € © tal que {fy,0} ~ {gw,0'}

(ii) Para V0 € © e quaisquer gy, fu € Fy tal que @ =0 <60" e {gy,0'} ~ {fw,0"}

, existe hy, € Fy, tal que fi, = hy = gu € {hw,0} ~{gw,0'} ~ {fw,0"}

(111) Para qualquer seqiiéncia 6,, € ©, qualquer 6 € © e quaisquer fy,, g, € F, em
que gy = fu €
{fwa en} ~ {gwa 6)n—s—l}

0CcorTe que

para algum n’ € N

O Axioma 10 é um axioma técnico. Além de permitir um conjunto abstrato infinito

de conseqiiéncias ocultas, sua principal funcao é permitir a existéncia da utilidade
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em © e posteriormente em F. O item (i) é conhecido como solugao de equagoes. Ele
nos diz que sempre podemos encontrar uma conseqiiéncia oculta  que compense em
termos de preferéncias o ato (f,,). O item (ii) também seria a solugdes de equagoes
para o conjunto © mas para permitir que F, seja limitado nao exige que todos os
elementos de © o satisfaga. O item (iii) é necessario para que todo 6 seja restringido
pelo item (ii) e claramente possui papel arquimediano.

Este axioma, de forma geral, exige que o conjunto das conseqiiéncias ocultas seja
tao rico quanto (e nao mais que) o conjunto dos atos F,,, ou seja, existem muitas
agoes que geram muitos detalhes que nao podem ser descritos (ou foram ignorados
pelo modelador), mesmo em situagdes diferentes das que estamos interessados (mas
sempre podem ser associadas a outros atos, lembrando que “ato” aqui quer dizer
uma lista de conseqiiéncias descritas para cada estado de natureza).

No teorema principal abaixo consideramos que os Axiomas 1 a 7 de Savage sao
satisfeitos em adigao aos Axiomas 8, 9 e 10 apresentados neste capitulo, porém agora

para o conjunto das acgoes apresentados aqui.
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Teorema 2.2 (Utilidade Esperada Subjetiva II - Resultado Principal)
Suponha que os Axiomas 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10 sejam satisfeitos para
qualquer f, g, ', ¢ € F, fo, 99 € Fo, fu, 9w € Fuw. A, B C S, ¢, x, y, 2,
y € X em que X = {w,0} para w € W e 0§ € ©. Entdo eziste uma unica medida
de probabilidade P* no conjunto das partes de S, uma funcdao limitada u,, : X — R

e uma funcao ug : © — R tais que:

[ =9 V), Eluy(fu(s)), P*]) < V(ug(by), Eluw(gw(s)), P*])

para todo f, g € Ftal que f(s) = {0, fu(s)} e g(s) = {0y, 9u(5)}

em que para um dado @

V(uo(0y), Eluw(fu(s)), P*]) = aBluw(fu(s)), Pl +b

em que a, b € R e para um dado f,:

V(ug(6y), Eluwn(fu(s)), P*]) = m(ug (b))

em que m() é uma transformag¢ao mondtona.
Uy Serd unico a transformagoes positivas afins.
ug satisfaz (ug(ff) em s)=(ug(8y) em s') para qualquer s, s' € S e serd inico a

transformacoes monaotonas.

Caso F,, seja considerado o conjunto das agoes que podem ser bem descritas, este
modelo se trata de uma generalizacao do Teorema de Utilidade Esperada Subjetiva,
caso F', o conjunto das acoes, seja considerado como os atos do modelo de Savage,
este modelo seria uma expansao das aplicagoes do modelo de Savage, que representa

aumento do poder descritivo deste teorema.
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O Teorema 2.2 nos diz que podemos deixar de descrever caracteristicas que sejam
unicamente associadas a acao que o ato representa e ainda assim, caso os axiomas
sejam satisfeitos, existira uma tnica medida de probabilidade e uma funcao utilidade
sobre agoes que pondera estas utilidades de acordo com a importancia do que foi
deixado de ser descrito.

O modelo pode ser observado do ponto de vista do modelador: Mesmo que
nao seja possivel o modelador descrever todas as caracteristicas importantes de
uma conseqiiéncia com a finalidade de capturar uma acao, o individuo pode estar
seguindo um modelo de Utilidade Esperada considerando uma tnica medida de
probabilidade, porém com alguma ponderacao. Do ponto de vista do individuo:
mesmo que este nao seja capaz de descrever a conseqiiencia de algum tipo de agao,
caso o individuo perceba estes axiomas como um bom critério de decisao, a parte
conhecida da conseqiiéncia é utilizada para criar um modelo de Utilidade Esperada
e pesos sao considerados de acordo com cada acao compensando a falta de descrigao.

Este modelo sugere ainda que como a conseqiiéncia x nao ¢é inteiramente ob-
servavel (conhecemos apenas w de x = {6, w}), o que podia ser considerado como
um problema com os axiomas agora pode se tratar de um problema de descrigao,
por exemplo, caso 100 < 0 em um evento A e 0 < 100 em um evento B, isto nao
significa necessariamente que a preferéncia entre 100 e 0 dependem do estado de
natureza mas sim que estes valores se tratam de uma ma descrigdo (incompleta).
Neste caso o que pode estar acontecendo é que a conseqiiéncia oculta esta variando
entre estados de natureza e devido ao Axioma 9 este tipo de conseqiiéncia precisa
ser descrita.

A forma funcional da utilidade estd generalizada. Definir uma relacao mais
especifica demandaria um estudo detalhado sobre o comportamento dos agentes e, a
nao ser que seja muito claro qual formato deve ser especificado, existe uma tendéncia
para os axiomas adicionais se tornarem extremamente técnicos o que demandaria

extrema sofisticacao dos agentes ja em adicao aos axiomas aqui apresentados. No
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entanto é facil perceber que uma forma funcional aditiva ou multiplicativa (mais
comuns na literatura) nao contradizem os axiomas.

Quando olhamos o modelo do ponto de vista do modelador poderemos reinter-
pretar resultados importantes (como o paradoxo de Ellsberg), pois reavaliamos as

preferéncias reveladas.

3 Interpretacoes, resultados e comparacoes com

outros resultados e modelos

3.1 Paradoxo de Ellsberg

O modelo de Savage propoe que um individuo, mesmo que nao conheca a teoria das
chances da fisica, considera probabilidades (crengas) bem definidas no seu processo
de tomada de decisdo. Ellsberg [3] questionou até que ponto esta afirmagao pode
descrever o comportamento de escolha criando experimentos que testam os axiomas
do modelo de Savage. Um deles testa o Axioma 2, e é realizado da seguinte forma:

Uma urna contém 150 bolas e nao é possivel observar seu contetido, 50 destas
sao vermelhas e as 100 bolas restantes podem ser pretas ou amarelas em qualquer
propor¢ao. Uma bola serd sorteada da urna. E perguntado entdo se a pessoa acha
que a bola sorteada serd de cor amarela ou vermelha (preta nao é uma opgao, se
a preta for sorteada a pessoa ja perdeu). Caso a pessoa acerte ela recebe o valor

de 100 e caso contrario recebe 0. Os atos I e IT abaixo descrevem este tipo de escolha:

atos | vermelha | amarela | preta

I 100 0 0

IT 0 100 0

Em geral as pessoas questionadas preferem I a II.
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Posteriormente, a mesma aposta é sugerida mas a pessoa pode escolher entre
ganhar 100 se a bola sorteada for tanto vermelha quanto preta (III) ou se a bola

sorteada for tanto amarela quanto preta (IV), como abaixo:

atos | vermelha | amarela | preta

III 100 0 100

IV 0 100 100

e neste caso as pessoas, em geral, tendem a preferir IV a III.

Preferir simultaneamente I a IT e IV a III contradiz o Axioma 2 de Savage, que
postula que se I é preferivel a I entao I1I tem que ser preferivel a IV. Ellsberg sugere
que o modelo de Savage é razoavel apenas em situacoes nas quais uma distribuicao de
probabilidades é facilmente observada, porém em casos onde nao é muito claro como
a distribuicao é formada, existe um problema associado ao sistema de verossimilhan-
ca relativa dos eventos: Ao preferir I a II segundo a definicao de verossimilhanca do
modelo de Savage, podemos afirmar que a probabilidade subjetiva da bola vermelha
ocorrer nao pode ser menor que a probabilidade da bola amarela ocorrer, porém
ao preferir IV a III significa que exatamente o contrario ocorre, uma vez que a
probabilidade da bola preta ocorrer é a mesma em ambos casos. E isto gera uma
contradicao com a existéncia de uma unica distribuicao de probabilidades subjetiva
quando a preferéncia por estas apostas é estrita (e em geral ela o é).

Além de realizar seu experimento com diversos grupos de pessoas, Ellsberg testou
economistas conhecidos que possuem um conhecimento sofisticado sobre probabili-
dades. As respostas variam: Alguns, como G. Debreu, R. Schlaiffer e P. Samuelson,
nao entraram em contradicao pois ao invés de seguirem suas intuicoes tendem a
aplicar os axiomas para determinar suas escolhas, ja outros, como J. Marschak e N.
Dalkey, violam os axiomas e nao se arrependem mesmo quando sao avisados sobre

a contradicao, e outros, como H. Raiffa, discordam com os axiomas intuitivamente
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porém se arrependem e reavaliam o problema observando os axiomas. Ellsberg
aponta que muitos que reavaliaram o problema a luz dos axiomas decidiram man-
ter suas escolhas originais e entre estas pessoas se encontra o proprio Savage. De
qualquer forma, Ellsberg conclui:

“Respostas de violadores confessos dos axiomas indicam que a diferen¢a (solugao
da contradi¢ao) ndo serd encontrada em termos dos dois fatores comumente usados
para determinar uma situagao de escolha, o desejo relativo sobre os possiveis pay-offs
e a relativa verossimilhanca dos eventos que os alteram, mas sim em uma terceira
dimensao do problema de escolha: A natureza da informagao de cada um em relacdo
a relativa verossimilhanca dos eventos...”

Ellsberg sugere que existem incertezas que nao se tratam de risco, direcionando
para um segundo grau de incerteza: Na primeira aposta do experimento, existe
mais certeza sobre a probabilidade da bola vermelha ser sorteada (exatamente 1/3
de chance), que sobre a probabilidade (crenga) associada a bola amarela (talvez
1/3). Além de existir incerteza sobre qual bola serd sorteada (risco), no caso da
bola amarela existe incerteza de quanto incerto é seu sorteio (Ambigiiidade)!?.

A contribuicao de Ellsberg, no efetivo papel do Axioma 2 e o seu paradoxo,
levou ao desenvolvimento de modelos de decisao que comportem este tipo de escolha
aparentemente contraditéria. O teorema mais conhecido e possivelmente também
o mais aceito foi demonstrado por Gilboa e Schmeidler'® [6]. Em seu teorema,
o individuo possui diversas distribuicoes de probabilidades que sao associadas a
eventos ambiguos (como a ocorréncia de bolas amarelas) e devido a uma aversao
a incerteza implicada por seus axiomas, a pior distribuicao de probabilidades entre
todas consideradas possiveis pelo individuo é utilizada para o calculo de Utilidade

Esperada e determinacao da escolha.

12Ato ambiguo é a aposta na bola amarela ou a aposta na bola preta e vermelha, enquanto
que ato arriscado é apostar na bola vermelha ou apostar na bola preta ou amarela. A definigao
de ambigiiidade é proveniente da falta de informacoes para determinar de modo razoavel uma
probabilidade, enquanto que risco possui sua definicdo usual.

13Recentemente generalizado por Maccheroni, Marinacci e Rustichini A. [10].
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Em seu resultado temos que:

g < f < minyeElu(g(s), P*| < minye Elu(f(s), P*]

em que C' é o conjunto das probabilidades consideradas possiveis.

114 e em alguns casos deve ser

Este tipo de abordagem parece bastante razoave
a solucao da contradicao, mas é possivel que em muitas situagoes apenas uma dis-
tribuicao de probabilidades possa estar sendo levada em consideragao. Para estes
casos este artigo sugere que este tipo de incerteza reflete na conseqiiéncia de cada es-
colha e nao necessariamente na percepcao de probabilidades dos individuos. Abaixo

reescrevemos a Definicao 2.10. A Proposicao 3.1.1 é entao apresentada como o inicio

deste argumento:

Definicao 2.10 Definimos a relagao de verossimilhanga de eventos, <* no

conjunto das partes de S como:
A<*Bs f<g
sempre que (x <y, f=yem A, f=xem A°, g=y em B, g=x em B°)

Proposicao 3.1.1 As definicoes (i) e (ii) sao equivalentes:

(i) Definindo <* no conjunto das partes de S como:

A<*B& f<g

sempre que (x <y, f=yem A, f=xem A°, g=y em B, g=x em B°)

(i1) Definindo <* no conjunto das partes de S como:

A<*"B& f<j

110s axiomas base deste modelo sdo os formulados por Anscombe e Aumann [1] que encontra
um resultado equivalente ao de Savage, porém a conseqiiéncia neste modelo é uma distribuicao de
probabilidades objetivas sobre pay-offs. A utilizagdo deste tipo de objeto no dominio é uma das
principais criticas ao modelo de von Neumann e Morgenstern [16] que ndo ocorre em Savage.
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sempre que (x <y, v <z, v~x, 2~y f=yemA, f=xem A° j=2zem B,

j=vem B°)emque, f,g,j € F ex,y,z,veX

Prova: Por P7 (P7 sobre o conjunto F,, x ©) temos que j ~ g, por transitividade

f=<g=[f=<7.

Segundo esta proposicao, nao importa se levamos em consideracao para definir
a relacao de verossimilhancga conseqiiéncias que sejam iguais e alocadas de maneira
oposta nos eventos ou se levamos em consideracao consequéncias indiferentes entre
si também alocadas de maneira oposta. Assim, no experimento de Ellsberg podemos
nos perguntar:

Receber o prémio no valor de 100 a partir da realizacao da bola vermelha é
indiferente a receber este mesmo pay-off na ocorréncia da bola amarela?

Para tentar responder a esta pergunta voltamos ao trabalho de Ellsberg quando
afirma:

“0O individuo pode sempre se perguntar: “..Assumindo que foi ele que armou a
urna, qual € a propor¢ao de bolas que ele usou? Se ele estd tentando me enganar,
como serd que ele vai agir? Quais sao as outras apostas que ele vai me propor depois
destas? Qual o tipo de resultado que ele estd buscando?”...”

Mesmo que um individuo acredite que a proporcao das bolas na urna seja con-
siderada como idénticas para a tomada de decisao, as conseqiiéncias destas escolhas
podem nao ser perfeitamente refletidas pelos valores monetarios dos pay-offs. E
dificil determinar exatamente a conseqiiéncia que pode nao estar sendo descrita,
porém no Teorema 2.2 nao precisamos determinar com precisao o que nao é des-

crito. Por diversos fatores esta resposta pode nao ser afirmativa:

i) Duvidas que podem persistir apds o experimento fazem parte da conseqiiéncia:
Errei a conta? Fui enganado? Foi muito azar ou pouco azar?. Uma divida

pode ser considerada como um problema de formulagao do ato, Savage aponta
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ii)

iii)

que toda incerteza deve ser capturada pelo estado de natureza, nao é o caso
aqui, uma vez que estas duvidas nao sao especificadas como um estado da
natureza. Por um outro lado, caso estas duvidas nao sejam solucionadas, ou
seja, se o experimentador nao permitir seu esclarecimento, entao estas fazem
parte da conseqiiéncia e persistem independente da revelacao do estado: Na
escolha do ato “bola amarela” se o estado revelado for bola amarela, ainda
assim o individuo pode se perguntar o que aconteceu durante o experimento.
Esta duvida pode ser uma conseqiiéncia oculta negativa, independente da re-
solucao do estado de natureza. O teorema aqui apresentado mostra que nesta
situagao, pode ser que apenas uma distribuicao de probabilidades esteja sendo
considerada e pesos diferentes para estes atos estao sendo levados em conta

pelo individuo.

Se o individuo escolher apostar na bola amarela ele sabe que o experimentador,
por conhecer a proporcao de bolas na urna, sabe se a escolha foi boa ou
nao (antes do préprio agente). Isto ndo parece ser muito agraddvel. Ja ao
apostar na bola vermelha, a pessoa pode acreditar que a resolucao do problema
independe da escolha do experimentador ao preparar a urna, o que aparenta

ser mais confortavel.

Em geral ao se propor um critério aleatério para decidir em qual bola es-
colher as pessoas passam a ser indiferentes entre este processo aleatorio e a
escolha por uma opc¢ao arriscada.'® Para este exemplo uma forma equivalente
de apresentar este tipo de escolha seria: Suponha que uma bola ja foi sorteada
mas nao é possivel determinar sua cor. Sabemos que esta com certeza é preta,
amarela ou vermelha. Uma moeda entao ¢é lancada e caso o resultado seja cara
a aposta é na bola vermelha, em caso de coroa a aposta é na bola amarela.
Estudos empiricos indicam que as pessoas sao indiferentes entre este tipo de

escolha e apostar na bola vermelha. Este resultado sugere que a responsabi-

15Ver Raiffa [14]
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lidade da escolha na determinacao do resultado é uma possivel conseqiiéncia
oculta. Se a escolha for determinada de maneira aleatéria (como através do
langamento de uma moeda) entao ganhar ou perder nao tem relagao com a sua
decisao de escolha e ao se escolher a bola vermelha aparentemente o resultado

depende menos da escolha.

No caso do paradoxo de Ellsberg, os axiomas propostos neste artigo parecem
ser satisfeitos, porém isto é dificil de ser observado com este experimento pois a
acao ambigua e arriscada parecem ser a mesma. Para ficar claro este ponto vamos
considerar um outro experimento que Ellsberg realizou: Considere duas urnas, a
primeira chamada de “urna arriscada” possui 50 bolas pretas e 50 bolas brancas, e a
segunda urna a “urna ambigua” também possui 100 bolas pretas ou brancas porém
em proporcao desconhecida. Na primeira aposta o agente escolhe qual urna ele quer
que seja sorteada a bola preta. Em geral, a urna arriscada ¢ escolhida, o que sugere
que a probabilidade de uma bola preta ser sorteada na urna ambigua é menor ou
igual que a probabilidade da bola preta ser sorteada na urna arriscada (50%). A
segunda aposta pergunta qual urna o agente gostaria que a bola branca agora fosse
sorteada. Em geral a urna arriscada também é escolhida. Em caso de preferéncia
estrita por estas escolhas nas duas apostas temos uma contradicao na relacao de
verossimilhanga e nao é possivel determinar uma probabilidade tinica para o sorteio
das bolas na urna ambigua. Nos deparamos com o mesmo problema do experimento
anterior.

Neste experimento o agente escolhe entre urnas diferentes. Podemos determi-
nar uma ac¢ao como “apostar na urna arriscada” e outra como “apostar na urna
ambigua”. Para a aposta em cada urna a conseqiiéncia oculta deve persistir inde-
pendente do estado de natureza (a urna ambigua sempre entregard uma conseqiiéncia
ambigua independente do estado de natureza).

Podemos concluir que o Teorema 2.2 aqui apresentado comporta este paradoxo.

Como os atos de cada agao, ambigua ou arriscada, sao os mesmos, ao tratarmos

32



ambigiliidade como uma conseqiiéncia oculta, a escolha por uma ou outra acao re-
flete unicamente uma ponderacao sobre o que a ambigiiidade representa para cada
pessoa. Nao é preciso determinar do que se trata a ambigiiidade em termos de
conseqiiéncias. Precisamos somente nos questionar se a ambigiiidade persiste inde-
pendente da resolugao do estado de natureza e antes do processo decisivo (quando
é possivel fazer perguntas a respeito da caracteristica da escolha).

Nao é possivel determinar com exatidao até que ponto ambigiiidade é um pro-
blema de conseqiiéncia, como apresentado neste artigo, ou se trata de uma sofisticagao
adicional da probabilidade levada em consideracao para a determinacao da escolha
como em Gilboa e Schmeidler [6]. O conceito de ambigiiidade ¢é extremamente amplo

para comportar ambos casos, possivelmente de maneira simultanea.

3.2 Aversao ao Risco

Em modelos em que a representagao das preferéncias é dada por uma Utilidade Es-
perada, em que muitas vezes a conseqiiéncia é um valor monetario, a diferenca da
utilidade das conseqiiéncias passa a ter importancia. Isto ocorre porque nao apenas
exigimos ordenacao de pay-offs, como também assumimos ordenagao sobre todas
as loterias sobre estes pay-offs. Considere 3 prémios, os valores $1, $2 e $4. Res-
pectivamente cada um destes pay-offs sao representados pelas loterias degeneradas
(1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) e suponha que suas respectivas utilidades (bernoulli) sao:
w($1) =1, u($2) = 2 e u($4) = 4. Considere agora duas loterias L;=(0.25,0.5,0.25)
e Ly=(0.1,0.7,0.2) é facil observar que:

U(Ly) = 0.25(1) + 0.5(2) 4 0.25(4) = 2.25 <

U(Ls) = 0.1(1) + 0.7(2) + 0.2(4) = 2.3

logo, L1 < Ly

Porém ao promovermos uma transformacao monodtona sobre wu, alterando de
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maneira nao proporcional a diferenga entre as utilidades como, por exemplo: u/($1) =

1, v/ ($2) = 2 e u/($4) = 8 teremos que:

U'(Ly) =325 > U(Ly) = 3.1

e a preferéncia sobre Ly e Ly se inverteria (Ls < L;) logo, uma alteragdo mondtona
nao preserva diferengas de utilidade de maneira proporcional (apenas uma trans-
formagao afim possui esta propriedade) e ndo mais estaremos representando a mesma
relacao de preferéncia. Desta forma, podemos concluir que uma ordenacao de pre-
feréncias em um ambiente rico (como o das loterias), que demanda certa sofisticagao
do agente, nos leva a uma quantidade maior de informacgoes sobre o comportamento
de um individuo representado na fungao utilidade (de certa forma, a diferenca entre
utilidade, que tem papel fundamental para a representacao ordinal das loterias nao
degeneradas, acaba implicando em uma propriedade cardinal das loterias degenera-
das). Podemos assim criar conceitos como o de aversao ao risco, prémio de risco,
certeza equivalente, prémio de probabilidades entre outros.

No modelo de Savage é possivel fazer estas mesmas afirmacoes pois seu modelo
também se trata de um modelo de Utilidade Esperada e se resume ao modelo de
von Neumann Morgenstern [16], porém agora as probabilidades sdo subjetivas e
endogenas, ao invés de objetivas e exdgenas.

O resultado principal deste artigo, o Teorema 2.2, implica que existe uma Utili-
dade Esperada para cada conjunto de agoes que geram a mesma conseqiiéncia oculta.
Logo, no caso da conseqiiéncia oculta existir, quando comparamos duas distribuicoes
de probabilidades existem informagoes adicionais sobre a acao que a gerou que po-
dem ser importantes. Nao somente é importante a ordenacao de preferéncias sobre
estas distribuigdes (que sao idénticas para cada conseqiiéncia oculta), como também
passa a ser importante a maneira e o processo que esta foi gerada, que possivelmente

é determinante de conseqiiéncias nao observadas ou nao descritas.
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Este resultado do modelo leva a conclusao que pode existir viés sobre o calculo de
aversao ao risco'® utilizadas em modelos de utilidade esperada, pois parte da aversao
pode ser atribuida a uma diferenca da agao ao invés de unicamente a percepcao de
probabilidade. Por exemplo: No modelo de utilidade esperada convencional existe
uma contradicao em assumir que a curva de utilidade apresenta aversao ao risco

" e 0 comportamento de um mesmo individuo que faz seguro

por toda sua extensao’
total de um automoével ao mesmo tempo que aposta em uma loteria. Fazer seguro
de carro implica em aversao ao risco, enquanto que apostar em uma loteria implica
em comportamento de amante de risco, no entanto é bastante comum as pessoas
terem este tipo de comportamento.

O modelo apresentado aqui permite que a curva de utilidade monetaria seja to-
talmente concava e ainda assim pode explicar estas escolhas: Apostar em uma loteria
é bastante diferente de fazer um seguro, pode ser incorreto comparar diretamente
suas distribuicoes de probabilidades, sem levar em consideragao conseqiiéncias que
estao associadas a estas acoes e nao sao capturadas pelo valor monetario descrito.
Ganhar em uma loteria pode nao ser associado somente a possiveis cestas de bens
que passam a ser disponiveis dada a menor restricao orcamentéria.'® Acensdo so-
cial pode ser vista com outros beneficios que nao sao necessariamente comprados.
Ja fazer seguro de carro, inclui outros beneficios que nao sejam apenas o valor do
automével .t

Na secao anterior vimos que o paradoxo de Ellsberg pode ser comportado ao

considerar preferéncias ocultas. O paradoxo, no entanto, pode levantar uma nova

160 conceito de aversio ao risco passa a ser diferente da definicio de aversao ao risco. E
conseqiientemente dos demais conceitos derivados também sofrem do mesmo efeito.

7Que é equivalente a assumir utilidade marginal decrescente do valor monetario.

8Por definicdo a utilidade de um valor monetério é considerada a utilidade indireta.

Inclusive podemos questionar a aversdo ao risco mesmo dentro da escolha entre fazer seguro ou
nao: Se a pessoa faz seguro ela sempre terd um carro enquanto que se ela nao faz ela terd ou nao o
carro, normalmente o efeito de ter o carro em si nao é considerado, e como a pessoa preferiu comprar
o carro ao invés de manter o valor monetario isto implica que existe uma utilidade adicional em
possuir o carro (ao invés de manter o dinheiro). Talvez o correto em termos de aversdo ao risco
seria nao assumir o valor zero caso o carro seja roubado mas sim um valor negativo quando a
pessoa nao faz seguro.
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questdo. O equity premium puzzle, paradoxo encontrado por Mehra e Prescott [13],
se trata de um problema considerado por muitos economistas como nao resolvido
pela teoria economica. A taxa de retorno que um ativo de risco paga quando com-
parado com com a taxa de um retorno de um ativo considerado sem risco, como
o titulo do tesouro americano, exigiria uma aversao ao risco extremamente alta e
nao razoavel para ser sustentada. Como para um ativo de risco nao existe uma
distribuicao de probabilidades objetiva sobre retornos que possa ser explicitada, isto
significa que pode haver ambigiiidade que nao é levada em consideracao no problema,
0 que gera um prémio de incerteza (incerteza de segundo grau sobre a distribuicao
de probabilidades) para estes tipos de ativos. Assim, considerando que nao existe
ambigiiidade no investimento de um titulo do tesouro, podemos afirmar que cada
portfélio se trata de uma agao diferente, gerando conseqiiéncias diferentes (como
ambigiiidade). O problema nao seria com a aversdo ao risco, pois agora as difer-
entes ponderacoes usadas para classificar a distribuicao de probabilidades provinda
de cada tipo de ativo podem explicar esta diferenca.

Em situacoes nas quais as loterias sao geradas de modo bastante similar, a aversao
ao risco continua sendo uma medida razoavel de comportamento.

Podemos concluir que, se a probabilidade ¢ resultado de agoes muito diferentes,
devemos tomar maior cuidado ao avaliar a aversao ao risco, ou melhor, devemos
tomar cuidado para que a definicao usada nao camufle o conceito de aversao ao
risco e como gostamos de interpreta-lo. Esta pode estar capturando outros fatores
indesejaveis para definir o comportamento perante ao risco, e eventualmente nos
levar a conclusoes desastrosas. A sensibilidade da ordenacao de loterias para a

determinacao deste conceito faz com que este ponto seja ainda mais relevante.
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4 Conclusoes

Foi apresentado neste artigo que um calculo de Utilidade Esperada pode estar sendo
levado em conta decisao dos individuos mesmo quando nao explicitamos todas as
consequiéncias de cada agao. Para este fim, assumimos uma relagao binaria sobre um
conjunto de acoes em que suas conseqiiéncias sao representadas por duas dimensoes,
a parte descrita (que ao ser associada a estados de natureza chamamos de ato) e a
parte oculta. A representacao destas preferéncias é dada por um funcional que possui
utilidade esperada sobre atos e considera uma ponderagao quando a conseqiiéncia
nao captura de maneira precisa o resultado de uma acao, esta ponderacao depende
da parte nao descrita da agao que pode ser interpretada de diversas formas.

Para a obtencao de tal resultado trés axiomas adicionais aos axiomas de Savage
foram introduzidos. Um axioma de independéncia entre a parte oculta e a parte
descrita da conseqiiéncia, um axioma que associa a parte oculta da conseqiiéncia
apenas a agao e um terceiro axioma técnico, com papel arquimediano, que permite
considerar infinitas conseqiiéncias ocultas.

Este resultado permite concluir que diversos problemas muitas vezes associados
a axiomatizagao do modelo de Savage podem se tratar de um problema de descrigao
e deixam de ser inconsistentes com a axiomatizacao apresentada aqui (como o para-
doxo de Ellsberg), aumentando o poder descritivo do modelo de utilidade esperada.

Uma discussao sobre o paradoxo de Ellsberg e aversao ao risco foi apresentada.
O resultado principal deste artigo comporta o paradoxo Ellsberg e sugere que o
conceito de aversao ao risco deve ser utilizado preferencialmente em situacoes nas

quais as distribuicoes de probabilidades sao geradas por agoes ou situacoes similares.
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5 ANEXOS

5.0.1 Existéncia de uma unica probabilidade subjetiva e utilidade es-

perada em F,

Proposicao 5.1 Sejam os Axziomas 1 a 9 satisfeitos entdao existe uma unica medida

de probabilidade P* no conjunto das partes de S e:

fu = gw & Eluw(fu(s)), PT] < Eltw(gu(s)), P7]

para todo f,, g, € Fy
e quando u,, satisfaz tais condigoes serd limitado e unico a transformacgoes positivas
afim.

Fixe um 0; € ©:

Pelo Axioma 1, para qualquer f,, guw € Fu, {fuw,0r} 2 {gw, 07} ou {gu, 0} =
{fuw,0s} logo, pelo Axioma 8, f,, <f, Gw OU gy =f, fu, assim, <y, em F,, é completo.

Pelo Axioma 1, para qualquer fy,, Guw, hw € Fu, se {fu,0;} = {guw.0s} €
{9w,0r} = {hw,0s} entdo {fu, 07} < {hy,0;} logo, pelo Axioma 8, se f, =<y, guw €
Gw =2, hw, entdao f, <, hy, desta forma, <y em F,, é transitivo.

Assim podemos afirmar que:

Axioma 5.0.1 =<y em F, é completa e transitiva

Polo Axioma 2 ({fu 07} = (1,07} © {gur0r} = o0} om A e e {f167} =
{g,,,0¢} em A°)=({gw,0r} < {fuw,0¢} < {9.,,0¢} < {f},0¢}), devido ao Axioma 9,

6 ¢ idéntico em todos eventos, logo, aplicando o Axioma 8 temos que:

Axioma 5.0.2 (f, = fl, ¢ gw = g, em A, fu = guw € fl, = g, em A°)= (94 <t

w

Fazendo isto, de maneira trivial, para cada axioma de Savage e aplicando os
Axiomas 9 e 8 chegamos que os axiomas de Savage serao satisfeitos para <; em

F,,, logo, podemos aplicar o Teorema 2.1 de Savage e provamos a proposicao.
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5.0.2 Prova da existéncia de Utilidade que representa <, em O

Esta parte da prova segue da seguinte forma: Primeiro vamos apresentar o conceito
de classes de equivaléncia e definir uma relacao de preferéncias <’ sobre seu conjunto.
Posteriormente exibiremos a Proposicao 5.2 que sao condigoes primitivas para a
existéncia de funcao utilidade sobre um conjunto, serd entao demonstrado que <y e
o conjunto O satisfazem tais condig¢oes da proposicao e assim, que existe uma fungao

utilidade que representa <y em O.

Definicao 5.1

(i) Uma classe de equivaléncia de um conjunto H sob ~ € um subconjunto a de

H tal que se h € a entdo a ={j € H/h ~ j}.
(ii) ap serd o conjunto das classes de equivaléncia que contém h.

(11i)) H/ ~ é o conjunto de todas classes de equivaléncia de H sob ~.

(iv) <" em H/ ~ € definido como:

a<'bej<h

para algum j € a e h € b.

Em palavras, (i) apenas define que cada classe de equivaléncia é um conjunto
que contém todos os elementos de um conjunto que sao indiferentes entre si, (ii)
e (iii) sao nomenclaturas e no item (iv) <’ é uma relacdo bindria definida a partir
de < em H. A relacao <’ serd uma relacao sobre classes de equivaléncia. E facil

observar que esta é uma relagao estrita devido a transitividade de < em H.

Definicao 5.2 Seja <, uma relagdo bindria em um conjunto Y. Entao Z CY
¢ <y-ordem denso em Y se e somente se, sempre que (x, y €Y), (x, y ¢ Z) e

x <y, eviste z € Z tal que v <, 2 e 2 <y V.
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O conceito de ordem densidade sob uma relacao de preferéncias é auto explica-
tivo. Para qualquer elemento do conjunto <’-ordem denso existe pelo menos um
elemento melhor e um elemento pior que pertence ao seu conjunto complementar.

pelo menos dois elementos do seu conjunto complementar.

Proposicao 5.2 Eziste uma funcdo de valor real u em X tal que:

r <y < ur) <uy) para todo x, y € X

se e somente se < € assimétrico e negativo transitivo e existe um subconjunto de

X/ ~ que seja <'-ordem denso em X/ ~.

Prova desta proposi¢ao pode ser encontrada em Fishburn [5]. De acordo com a
Proposicao 5.2 entao precisamos mostrar que <y ¢ assimétrico e negativo transitivo
em O e que existe um subconjunto de ©/ ~ que seja <j-ordem denso em ©/ ~ para
assim concluir que existe uma funcao uy em O representando <.

A prova de que <y é assimétrica e negativa transitiva é equivalente a demons-
tragao que =y ¢é racional que por sua vez é andloga a prova feita para mostrar este
resultado em <y, :

Fixe um f, € F,:

Pelo Axioma 1, para qualquer 0¢, 0, € O, {fu,0¢} =< {fw,0,} ou {fu,0,} =
{fw,0s} logo, pelo Axioma 8, 8y <4 0, ou 6, <y 0, assim, <y em O é completo.

Pelo Axioma 1, para qualquer 0y, 6,, 6, € O, se {fu, 0} < {fuw.0,} e {fu,0,} =
{fw,0n} ent@o { fu,0r} = {fuw, 0} logo, pelo Axioma 8, se 8y <y 0, € 0, =y 0, entao
05 =g Oy, desta forma, <y em © ¢ transitivo.

Assim podemos afirmar que <4 em O é assimétrica e negativo transitivo.
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Resta demonstrar que existe um um subconjunto {0’/ ~y} € {0/ ~y} que seja

<y-ordem denso em {©/ ~y}, para isto considere a seguinte proposicao:
Proposicao 5.3 Se {fu,0} = {gu,0'} € g <w fu entio 0 <y 0’

Prova da Proposigao 5.3: Como ¢, < fuw, por definicao {g.,0'} < {fu,0'},
como assumimos que {f,,0} < {gwu,0'} por transitividade {f,,0} < {fu, 0} logo,
pela Definicao 2.11 temos que 6 <g ¢'.

Agora, a partir de uma seqiiéncia {6,} criaremos uma particio de {©/ ~y}
e demonstraremos que existe uma bijecao em cada elemento da particao com um
subconjunto {f! | gu <w fl, Sw fw} qualquer e assim, poderemos afirmar que cada
um destes subconjuntos possui um subconjunto <j-ordem denso.

Sejam fi,, gw € Fy tal que fi, < guw € apw, agw € {O/ ~p} suas respectivas
classes de equivaléncia, sabemos que tais f,, e g, existem devido ao Axioma 5. Seja

{0,} para n € N uma seqiiéncia em © tal que:

{fuw, O} ~ { 9w, Ony1}

tal seqiiéncia existe devido ao Axioma 10 item (i).

Considere o conjunto {0 | 6,1 =g 0 <g 6,141} para algum 6,; € {6,}, note
que este conjunto coincide com o conjunto das classes de equivaléncia {by | bgn1 =}
by <y bgni+1} . Devido ao Axioma 10 item (i), para qualquer f, € ay, tal que
Jw =<w [l <w fuw, existe & tal que {f! 0’} ~ {fu,0n1}. Como f. <. fu, pela
Proposigao 5.3 temos que 6,,; < ¢, como, por transitividade {f/, 0} ~ {gw, On1+1} €
Jw =<w f1, pela Proposicao 5.3 também temos que 6’ < 6,1, logo: 6,1 < 0" < 0,41,
ou de maneira equivalente:

b9n1 '<:9 blg '</9 b9n+1

e bgn1, bon1+1 S0 os conjuntos de classes de equivaléncia de 6,1 € 6,1.1.
Se fIl' é tal que fl <y fi <uw fuw, OUS€JA, Qpyy <oy Qpry <0 Qfp, Sabemos que

existe 8", em que {f” 0"} ~ {fu,0,1} e como f! é tal que f/, <y, [ <w fuw, pelo
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mesmo argumento que demonstramos que 6" é tal que 60,,; <g 6 <4 0,41 sabemos
que 0,1 <9 0" <y 0.

Assim para cada f’, f” que pertencam a classes de equivaléncia diferentes en-
contraremos €', #” que também pertencem a classes de equivaléncia diferentes em
{0] 01 20 < 0n141}.

Desta forma, para fixados a sy, g € bgn1 tal que ag, <, af, podemos definir a

funcao:

O,y Lt | Gguw <4 Aprw =0y apwt — {g | bon1 = b <p bon141}

COIMo:

by € gy =l Qpry <b, Afop
Oanl (a’f/w) =
bon1  S€ apry = Qg

em que {fy, 0"} ~ {fu, O}

Oy, (.) além de injetora no sentido que se apy, <., apr, entdo Op,,(apn,) <
Oy, (af,) serd sobrejetora devido ao Axioma 10 item (ii). Como Sabemos que existe
u em F,, devido ao Teorema 5.1 podemos afirmar que o conjunto {as., | agw <),
afry =y, G} possui um subconjunto que seja <’y -ordem denso e contdvel, dada

a bijegao Oy,,(.) podemos afirmar que {by | bgn1 =<} by <} bpn1+1} também possui.

Como devido ao Axioma 10 item (iii):

O =Up{0] 6, <0< 0,1}

ou de modo equivalente:

{0/ ~p} = U,{ba | bon =p bo <p bont1}

e esta é uma uniao contavel pela definigao de {6,,}, entao também existe um subcon-

junto de {©/ ~y}, contavel e <j-ordem denso. Logo, podemos afirmar que existe uy
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que representa <y em O, como querfamos demonstrar. Ainda, como sabemos que a
Utilidade Esperada em F,, é continua na topologia de ordem (<,,), podemos afirmar
também que a utilidade em © ¢é continua na topologia de ordem (<j) e utilizaremos

este resultado.

5.0.3 Prova da existéncia de Utilidade que representa < em F'

Para esta prova utilizaremos a Proposicao 5.2. Vamos demonstrar que o subconjunto
{F.) ~} = {A{won | tw(fu), ug(ff) € Q} em que Ay, g5y € a classe de equivaléncia
que contém {f,,, 07} é um subconjunto contavel e <’-ordem denso de {F/ ~}.
Considere que Aggu o9y < Affwory Para Agguwogy, Arfwory ¢ F=/ ~. Para qual-
quer elemento {gu,0} € Agguwogr € {fu:05} € Affwosy, por definicdo {g.,0,} <

{fw,0s}. Somente os seguintes casos sdo possiveis:

1 gw < fweby <0
2 gw < fwely~0;
3 guw < fwely <0,
4 fo < guweby <0
5 gw ~ fwely <0

Caso 1- g,y < fuw e 0, < 0y

Para este caso sabemos que wy(gw) < Uw(fw) € ua(fy) < ug(fy) como entre
dois nimeros reais sempre existe um racional, pela continuidade na topologia de
ordem de wu,() e ug() sabemos que existe f/ e # tais que: g, < fi < fu e
0, < 0" < 0, com u,(f'), ug(¢') pertencentes a (). Por independéncia sabemos
que {gw, 0} < {fl,, 0, < {f,,0} < {fuw,0'} < {fw, 0}, logo, por transitividade
{90,097 <{f0, 0} < {fw: 0s}
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Caso 2- gy < fw e by~ 0y
Seja f! tal que g, < fl < fu € uy(f),) € @, devido ao Axioma 10 (i) sabemos

que existe 6’ e 6" tais que

{fu: 05} ~ {10, 0}

{gun 99} ~ {leua QH}

pela Proposicdo 5.3 sabemos que 6”7 < 0y < ¢ como ug() é continua sabemos
que existe 8” tal que 8" < 0" < 0" e ug(#”) € Q. Por independéncia (Axioma
8) {f,,0"}y < {f,,0"} < {fl,0'}, logo, por transitividade {g.,0,} < {f,.0'} <
{fuw. 0r}.

Caso 3- g < fwe by <0,

Seja h,, tal que g, < hy < fu, em que uy,(hy,) € @ devido ao Axioma 10 (i)

existe 6" e 0" tais que:

{fUM ef} ~ {hw’ 9”}

{gw’ 09} ~ {hw7 0/}

como {hy, 0"} < {hy, 0"} por independéncia 6’ < 6", como uy() é continuo existe 6"
tal que ' < 0" < 0" e up(0"") € Q. Por independéncia e transitividade {h,,, 0"} é
tal que {gw,0,} < {h.,, 0"} < {fuw. 0}

Caso 4- fy, < gw ety <0y

Este caso é analogo ao caso 3.

Caso 5- gy ~ fuw e by < 0y

Seja hy, tal que hy, < f, ou fu, < hy e uy(hy) € @, devido ao Axioma 5 pelo

menos para um dos casos tal h,, existe. Considere o caso em que f, < h,. Devido
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ao Axioma 10 (i) sabemos que existe ' e 0" tais que:

{fwa (9]0} ~ {hw’ ‘9,}

{9w: b9} ~ {hu, 0"}

Devido a Proposicao 5.3 sabemos que 6” <4 ¢'. Pela continuidade de uy() sabemos
que existe 0" tal que 0" <y 0" <4 0" e up(0") € Q, usando independéncia e transi-
tividade sabemos que {gy,8,} < {hw, 0"} < {fu,07}. Caso nao exista h,, tal que
fw = hy, sabemos que existe h,, < f,, € a prova é andloga.

Assim, para qualquer possivel caso 1 a 5 listado acima, sabemos que existe um
conjunto Agrgpy € {F:/ ~} em que Agguogy <" Aoy <" Afpwpry € {F:/ ~}
¢ <’-ordem denso em {F/ ~}, como por definicao {F,/ ~} é contével temos o

resultado.

5.0.4 Forma funcional e unicidade

Agora que sabemos que existe uma funcao Utilidade que representa < em F' pre-
cisamos mostrar que existe V(up(0y), E[uy(fuw(s)), P*]) que representa < em F.

Como sabemos que existe ug() e uy, () podemos definir:

Definicao 5.3

V(ug(0r), us, (fu)) = U0}, fi)

para U representando < em I e 0 € {0lug(0r) = ug(0)} e fi, € {hwluy, (fu) =

ufw(hw)}
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Por defini¢ao, V' representa < em F, pela proposicao 5.1, uy, () = Eluy(), P*

entao:

U (O, f1,) = V(ua(0y), Eluw(fu(s)), P*]) = U0, fu)

como no teorema.
Por independéncia e o Teorema de utilidade esperada sabemos que para um

fixado @ temos que:

V(us(07), Eluw(fu(s)), P*]) = aBluw(fu(s)), P*] +b

Por independéncia e o Teorema de existéncia de utilidade, para um fixado f,

temos que:

V(ug(0r), Eluw(fu(s)), P*]) = m(ug(6y))

como queriamos demonstrar.
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